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BAB 1 
VEKTOR PADA BIDANG BERDIMENSI DUA 
DAN BERDIMENSI TIGA 
 
1.1 Pengantar Vektor 
Dalam bidang sains kita telah mengenal istilah besaran yang tidak mempunyai arah 
dan besaran yang mempunyai arah. Umumnya, besaran yang tidak mempunyai arah 
dikenal dengan istilah besaran skalar. Sedangkan besaran yang mempunyai arah 
disebut besaran vektor atau vektor.  Sebagai contoh, besaran-besaran seperti 
temperatur, panjang, waktu tempuh termasuk besaran skalar. Sedangkan kecepatan, 
gaya, torsi termasuk besaran vektor atau vektor. Secara geometrik, vektor dapat 
dinyatakan sebagai ruas garis berarah pada bidang (R2) atau ruang (R3). Tanda panah 
menunjukkan arah vektor, sedangkan panjang garis berarah adalah panjang vektor. 
Titik pangkal dari garis berarah disebut titik awal (initial point) vektor, dan titik 
ujung (terminal point) disebut titik ujung atau titik akhir vektor (Gambar 1.1).  
 
 
 
 
 
   
Gambar 1.1 
Geometri Vektor  
 
Biasanya vektor dinyatakan secara simbolis dengan huruf kecil, seperti u, v, w 
dengan atau huruf lainnya yang dicetak tebal. Gambar 3.1 adalah sebuah vektor v 
yang mempunyai titik awal A dan titik ujung B dan dapat ditulis,  
𝐯 = AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 
Dua buah vektor u = (u1, u2) dan v = (v1, v2) dikatakan ekivalen jika dan hanya jika u1 
= v1 dan  u2 = v2. Dengan kata lain arah dan besar u = (u1, u2) dan v = (v1, v2) adalah 
sama. 
 
 
 
 
  
 Gambar 1.2 
  Vektor-vektor Ekivalen 
 
Vektor yang mempunyai panjang nol disebut sebagai vektor nol dan dilambangkan 
dengan 0 yang memiliki arah sembarang. 
 
  
A 
B 
v 
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1.2  Aritmatika Vektor 
1.2.1 Penjumlahan Dua Vektor 
Definisi 1.1 
Jika titik awal v berimpit dengan titik ujung u, maka jumlah u dan v, (ditulis u + 
v) adalah vektor yang titik pangkalnya berimpit dengan titik pangkal u dan 
titik ujungnya berimpit dengan titik ujung v seperti yang yang ditunjukkan 
pada Gambar 1.3a berikut. Jika pada definisi 1.1 v diganti dengan u dan u 
diganti dengan v, maka didapat jumlah v dan u (ditulis v + u) seperti pada 
Gambar 1.3.b. 
 
 
 
 
 (a)       (b) 
        
Gambar 1.3 
    Penjumlahan Dua Vektor 
 
Jika Gambar 1.3.a dan b diletakkan sedemikian rupa sehingga u + v dan v + u 
berimpit, seperti Gambar 1.4,  maka kita dapat menyimpulkan bahwa u + v = v 
+ u. 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 1.4 
u + v = v + u 
1.2.2 Pengurangan Dua Vektor 
Definisi 1.2 
Jika titik awal u dan v berimpit, maka selisih v dari u (ditulis u – v) merupakan 
vektor yang titik awalnya berimpit dengan titik ujung v dan titik ujungnya 
berimpit dengan u seperti pada Gambar 1.5. 
 
 
 
 
 
   
   Gambar 1.5 
Selisih v dari u 
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1.2.3 Hasilkali Skalar dengan Vektor 
Definisi 1.3 
Jika terdapat sembarang bilangan ril k  tak-nol dan vektor u tak-nol, maka hasil 
kali ku didefinisikan sebagai |k| kali panjang u yang arahnya sama dengan u 
jika k > 0 dan berlawanan dengan u jika k < 0 (Gambar 1.6). 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 1.6 
Hasilkali skalar dengan vektor 
 
1.3  Vektor dalam Sistem Koordinat 
1.3.1 Vektor dalam Sistem Koordinat Berdimensi 2 
Misal terdapat vektor u dalam sistem koordinat bidang atau R2. Jika titik awal 
vektor tersebut diletakkan sedemikian rupa sehingga berimpit dengan titik 
asal sistem koordinat dan titik akhirnya berada pada koordinat (u1 , u2), maka 
koordinat (u1 , u2) disebut sebagai komponen vektor u dan ditulis, 
u = (u1 , u2),  
 
dan u disebut sebagai vektor posisi. Gambar 1.8 menunjukkan sebuah vektor 
u(u1, u2) pada sebuah sistem koordinat berdimensi dua.  
 
                       y 
 
 
                                        (u1, u2) 
                   u1              u 
                                                          x 
                     u2 
 
        Gambar 1.7 
Vektor pada Sistem Koordinat Berdimensi 2 
 
Misal terdapat vektor u = (u1 , u2) dan vektor v = (v1 , v2). Jumlah vektor u dan v 
adalah jumlah dari masing-masing komponen vektor u dan v.   
u +  v = (u1 + v1, u2 + v2) 
u 1/3 u 1/2 u 
2u  –u 
0 
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Dalam sistem koordinat berdimensi 2, penjumlahan vektor ditunjukkan pada 
Gambar 1.8 berikut. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Gambar 1.8 
Penjumlahan Vektor 
pada Sistem Koordinat Berdimensi 2 
 
1.3.2 Vektor dalam Sistem Koordinat Berdimensi 3 
Sistem koordinat berdimensi 3 adalah sistem koordinat yang terdiri dari tiga 
sumbu koordinat (coordinate axes) yang saling tegak lurus dan berpotongan 
pada titik asal (origin). Sumbu yang mengarah ke diri pembaca, arah kanan, 
dan ke atas masing-masing adalah sumbu-sumbu x, y, dan z positif. Sedangkan 
sumbu yang mengarah ke arah yang berlawanan adalah sumbu negatif 
(Gambar 1.9a). Sistem koordinat ini dikenal sebagai sistem koordinat tangan 
kanan (right-handed). Sedangkan sistem koordinat pada Gambar 3.9b dikenal 
dengan sistem koordinat tangan kiri (left-handed). Selanjutnya sistem 
koordinat yang akan digunakan adalah sistem koordinat tangan kanan. 
                            z                                                                            z 
 
 
                                                       y                                                                            x 
 
                                                                         
                                x                                                                            y 
                                                (a)                                                                             (b)                                           
Gambar 1.9 
Sistem Koordinat Berdimensi Tiga 
 
Misal terdapat vektor u dalam sistem koordinat bidang atau R3. Jika titik awal 
vektor  diletakkan sedemikian rupa sehingga berimpit dengan titik asal sistem 
0 
0 
v
1
 
u
1
 + v
1
 
u
1
  
u1, 
u2  
v1, 
v2  
(u1 + v1, u2 + v2) 
u2  
u2 + v2  
y  
x  
v
2
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koordinat dan titik akhirnya berada pada koordinat (u1 , u2, u3), maka 
koordinat (u1, u2, u3) disebut sebagai komponen vektor u dan ditulis, 
u = (u1 , u2, u3)  
 
Gambar 1.10 menggambarkan sebuah vektor u(u1, u2, u3) pada sebuah sistem 
koordinat berdimensi tiga.  
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
        Gambar 1.10 
Vektor pada Sistem Koordinat Berdimensi 3 
 
Jika u = (u1 , u2, u3) dan v = (v1 , v2, v3) adalah dua buah vektor pada ruang 
berdimensi 3, maka argumen yang berlaku pada vektor bidang juga berlaku 
untuk vektor pada ruang berdimensi 3. Hal ini berarti, 
u dan v dikatakan ekivalen jika dan hanya jika u1 = v1,  u2 = v2,  u3 = v3 
u + v = (u1 + v1,  u2 + v2,  u3 + v3) 
Jika k adalah sebuah skalar, maka ku = (ku1 , ku2, ku3). 
 
Contoh 3.1 
Jika u = (2, 2, 5), v = (3, –2, –1), dan k = 2, tentukan u + v, v – u, dan kv. 
Penyelesaian 
u + v = (2+3, 2+(–2), 5 +(–4)) = (5, 0, 1)   
v – u = (3 – 2,  –2 –2, –1 –5) = (1, –4, –6)  
kv = 2(3, –2, –1) = (6, –4, –2) 
 
1.4 Vektor Posisi 
Vektor yang mempunyai titik awal berimpit dengan titik asal (origin) disebut vektor 
posisi. Jika terdapat sebuah vektor yang mempunyai titik awal tidak berimpit dengan 
titik asal koordinat, maka kita bisa menggeser vektor tersebut sedemikian rupa 
sehingga titik awalnya berimpit dengan titik asal. Misal titik awal suatu vektor u 
adalah P1(x1, y1, z1) dan titik ujungnya P2(x2, y2, z2). Vektor posisi u didapat dengan 
mengurangkan komponen titik P1 dari komponen P2 seperti yang dijelaskan pada 
rumus berikut.  
Vektor posisi 𝐮 = 𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1) 
(u
1
, u
2
, u
3
) 
y 
u
3
 
x 
z 
u
2 
u
1
 
0 
u 
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1.5 Sifat-sifat Operasi Vektor 
Teorema 1.1 
Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor pada bidang (R2 ) atau pada ruang (R3); c dan k 
adalah skalar-skalar, maka berlaku: 
(a) u + v = v + u    (b) (u + v) + w = u + (v + w) 
(c) u + 0 = 0 + u    (d)  u – u = u + (–u ) = 0 
(e) 1u = u      (f)  ck(u) = c(ku) = k(cu) 
(g) (c+k)u = cu + ku   (h) k(u+v) = ku + kv 
 
1.6 Panjang Vektor 
Panjang (length) sebuah vektor dikenal dengan istilah norma (norm) dari vektor 
tersebut dan dilambangkan dengan ||u||. Sesuai dengan teorema Pythagoras, norma 
sebuah vektor, baik pada R2 dan R3 adalah sebagai berikut. 
Jika u adalah vektor pada R2 maka  
 ‖𝐮‖ = √𝑢12 + 𝑢22  
Jika u adalah vektor pada R3 maka 
‖𝐮‖ = √𝑢12 + 𝑢22 + 𝑢32 
 
1.7 Vektor Satuan 
Vektor satuan (unit vector) adalah vektor yang mempunyai norma sama dengan satu. 
Secara formal vektor satuan mengikuti teorema 1.2 berikut. 
Teorema 1.2 
Jika v adalah sebuah vektor tak-nol, baik pada R2 maupun R3, maka  
𝐮 =
1
‖𝐯‖
𝐯 
adalah vektor satuan. Vektor satuan yang secara umum dikenal adalah vektor satuan 
standar untuk R2 dan R3 yang disimbolkan dengan i, j, k. Komponen masing-masing 
vektor tersebut adalah i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), dan k = ( 0, 0, 1), seperti yang 
ditunjukkan pada Gambar 1.11. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   Gambar 1.11 
    Vektor-vektor satuan standar 
 
0 
z 
x 
y 
j 
k 
i 
(1, 0, 0) 
(0, 1, 0) 
(0, 0, 1) 
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Jika terdapat vektor u = (u1 , u2, u3), maka kita dapat menulisnya dalam bentuk vektor 
satuan standar i,  j,  k,  yaitu, 
u = (u1 , u2, u3) = u1(1, 0, 0) + u2(0, 1, 0) + u3(0, 0, 1) = u1 i + u2 j  + u3 k. 
Vektor satuan standar untuk Rn biasanya disimbolkan dengan, 
e1 = (1, 0, 0, … , 0), e2 = (0, 1, 0, … , 0), e3 = (0, 0, 1, … , 0), . . . , en = (0, 0, 0, … , 1)  
 
Latihan untuk pasal 1.1 – 1.7 
1. Tentukan komponen-komponen vektor dengan titik awal P1 dan titik akhir P2 
sebagai berikut. 
(a)  P1(2, 7),  P2 (4,  6)   (b) P1(1, 8, 3),  P2 (2, 3, 7) 
(c)  P1(a, b, c),  P2 (0, 0, 0)  (d) P1(–2, 5, –9),  P2 (–3, –4, 6) 
 
2. Tentukan suatu vektor tak-nol u dengan titik awal (–2, –3, 5) sedemikian rupa 
sehingga  
(a)  u memiliki arah yang sama dengan v = (3, 5, –4)  
(b)  u memiliki arah yang berlawanan dengan v = (3, 5, –4)  
3. Misal u = (1, –2, 4), v = (–3, –5, 2), dan w = (3, 3, –7). Tentukan komponen-
komponen vektor x yang memenuhi persamaan 3u – 4v = 2w – 5x. 
4. Misal u = (5, 1, –4), v = (1, –5, 2), dan w = (–2, 3, –1). Tentukan skalar k1, k2, dan  
k3 sededemikian rupa sehingga k1u + k2v + k3w = (5, 6, –9). 
5.  Misal u = (1, –3, 5), v = (2, –3, 4), dan w = (3, –5, 4). Tentukan, 
(a) ||u + v||   (b) ||u|| + ||v||  (c) ||3u – 4v + 2w||  
6.  Jika u = (3, –2, 6), tentukan skalar-skalar k sedemikian rupa sehingga ||kv|| = 7 
7.  Tunjukkan, jika 𝐮 adalah vektor tak nol sembarang,maka 
1
‖𝐮‖
𝐮 adalah vektor satuan. 
8.  Tentukan vektor satuan yang memiliki arah yang sama dengan vektor v = (3,4) 
9.  Tentukan vektor satuan yang memiliki arah yang berlawanan dengan vektor  
      v = (–2, –3, 6)  
 
1.8 Perkalian Titik  
Perkalian titik disebut juga perkalian skalar atau perkalian dalam Euclidean. 
Perkalian titik menghasilkan skalar. Misal terdapat dua vektor posisi u dan v, dan 
dimisalkan juga sudut yang diapit oleh kedua vektor tersebut adalah  
 
Definisi 1.4 
Jika u dan v adalah vektor-vektor, baik pada R2 maupun pada R3 dan   adalah sudut 
yang diapit oleh  u dan v maka hasil kali titik, disimbolkan dengan u.v,  didefinisikan 
oleh, 
𝐮. 𝐯 = { 
‖𝐮‖ ‖𝐯‖ cos             jika 𝐮  0 dan 𝐯  0    
0                                   jika 𝐮 = 0 atau 𝐯 = 0
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                                                                        
 Gambar 1.13 
Penerapan aturan cosinus 
 
Dari gambar 1.13 kita dapat membuat hubungan antara definisi 1.4 dan aturan 
cosinus sebagai berikut. 
Dari aturan cosinus, 
 
cos  =
‖𝐮‖2 + ‖𝐯‖2 − ‖𝐯 − 𝐮‖2
2‖𝐮‖ ‖𝐯‖
 
2‖𝐮‖‖𝐯‖cos  = ‖𝐮‖2 + ‖𝐯‖2 − ‖𝐯 − 𝐮‖2 
= 𝑢1
2 + 𝑢2
2 + 𝑣1
2 + 𝑣2
2 − (𝑣1 − 𝑢1)
2 − (𝑣2 − 𝑢2)
2 
= 𝑢1
2 + 𝑢2
2 + 𝑣1
2 + 𝑣2
2 − 𝑣1
2 − 𝑢1
2 − 𝑣2
2 − 𝑢2
2 + 2𝑢1𝑣1 + 2𝑢2𝑣2 
= 2𝑢1𝑣1 + 2𝑢2𝑣2 
    ‖𝐮‖‖𝐯‖cos  = 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 
 
Dari definisi 1.4, ‖𝐮‖‖𝐯‖cos  = 𝐮. 𝐯 
Sehingga  perkalian titik dua buah vektor di R2adalah  𝐮. 𝐯 = 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 
Sedangkan  perkalian titik dua buah vektor di R3 adalah  𝐮. 𝐯 = 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 
 
Contoh 1.2 
Jika u = (–1, 2, 2), v = (–2, 2, 1), tentukan u . v dan sudut yang diapit oleh kedua 
vektor tersebut! 
Penyelesaian 
u . v = u1 v1 + u1 v1 + u1 v1 =(–1)(–2) + (2)(2) + (2)(1) = 8  
‖𝐮‖‖𝐯‖ = √(−1)2 + (2)2 + 22 √(– 2)2 + 22 + 12 = √9 √9 = 9 
cos =
𝐮. 𝐯
‖𝐮‖‖𝐯‖
=
8
9
      ;        = 27,266o 
 
Teorema 1.3 
Misal u dan v adalah vektor-vektor, baik pada R2 maupun pada R3, 
(a) v . v = ||v||2;  yaitu ||v|| = (v . v)1/2 
O0 
y 
x 
(u
1
, u
2
) 
(v
1
, v
2
) 
u 
v 
v – u 
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(b) Jika u dan v adalah vektor-vektor tak-nol dan  adalah sudut yang diapitnya, 
maka 
   adalah sudut lancip  jika dan hanya jika  u . v > 0 
   adalah sudut tumpul  jika dan hanya jika  u . v < 0 
   = /2    jika dan hanya jika  u . v = 0 
Kita telah mengetahui bahwa jika dua buah vektor membentuk sudut   = /2 berarti 
vektor tersebut saling tegak lurus atau ortogonal. Jadi dapat disimpulkan bahwa, 
Jika u . v = 0 maka u dan v saling tegak lurus atau ortogonal. 
 
Teorema 1.4 
Sifat-sifat hasil kali titik 
Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 2 atau ruang 
berdimensi 3, dan k adalah skalar, maka 
(a) u . v = v . u 
(b) u . (v + w ) = u . v + u . w 
(c) k (u . v) = (k u) . v =  u . (k v) 
(d) v . v > 0 jika v   0, dan v . v = 0 jika v = 0 
 
1.9 Proyeksi Ortogonal  
Jika terdapat vektor tak-nol u dan a, maka kita dapat menguraikan vektor u yang 
sejajar a dan tegak lurus a. Misal titik awal vektor u dan a diletakkan sedemikian 
rupa sehingga berimpit di titik Q 
 
        w2           u                          w2               u                                           u     w2           
 
          Q         w1           a              Q            a         w1                       w1          Q          a 
Gambar 1.14 
Proyeksi vektor u sejajar dan tegak lurus a 
 
Vektor w1 disebut sebagai proyeksi ortogonal u pada a (orthogonal projection of u on 
a) atau komponen vektor u sepanjang a (vector component of  u along  a) dan 
dinotasikan sebagai  
    proja u 
 
Vektor w2 disebut sebagai komponen vektor u yang ortogonal terhadap a (vector 
component of  u orthogonal to a).  
Dari Gambar 1.14 
w2 = u – w1   
w1 + w2 = w1 + (u – w1) = u 
w2 = u – proja u  
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Teorema 1.5 
Jika u dan a adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 2 atau ruang berdimensi 3, 
dan jika a  0, maka 
Komponen vektor u sepanjang a atau proja 𝐮 adalah,   proja 𝐮 =
𝐮. 𝐚
‖𝐚‖𝟐
𝐚 
Komponen vektor u yang ortogonal terhadap a atau (u – proja u) adalah 
𝐮 – proja 𝐮 = 𝐮 −
𝐮. 𝐚
‖𝐚‖𝟐
𝐚 
 
Contoh 1.3 
Jika u = (3, 1, –4), a = (5, –2, 1), tentukan komponen vektor u sepanjang a dan 
komponen vektor u yang ortogonal terhadap a. 
Penyelesaian 
Komponen vektor u sepanjang a 
w1 = proja 𝐮 =
𝐮. 𝐚
‖𝐚‖𝟐
𝐚 =
(3)(5) + (1)(−2) + (−4)(1)
52 + (−2)2 + 12
(5, – 2, 1) 
=
9
30
(5, – 2, 1) = (
3
2
,−
3
5
,
3
10
) 
 
Komponen vektor u yang ortogonal terhadap a 
w2 = 𝐮 – proja 𝐮 = 𝐮 −
𝐮. 𝐚
‖𝐚‖𝟐
𝐚 = (3, 1, −4) − (
3
2
,−
3
5
,
3
10
) = (
3
2
,
8
5
,−
43
10
) 
 
Latihan untuk pasal 1.8 – 1.9 
1.  Diketahui  
(a) u = (2, 3, 1),  v = (4,  2, –5 )  (b) u = (1, –8, 3),  v = (2, 3, 7) 
(c) u = (–1, 4, 2),  v = (–2, 1, 3)  (d) u = (–2, 5, –1),  v = (–3, –4, 6) 
Tentukan apakah u dan v membentuk sudut lancip, tumpul, atau saling 
tegak lurus.  
 
2. Tentukan proyeksi ortogonal u pada a dan komponen vektor u yang  
ortogonal terhadap a jika, 
(a) u = (2, 5),  a = (1, 3)               (b) u = (–2, –3),  a = (–2, 1)  
(c) u = (–2, 3),  a = (5, –4)   (d) u = (–5, 2),  a = (–3, –5)  
 
3. Tentukan tiga buah vektor tak-nol yang ortogonal terhadap u = (3, 5, –4)  
 
1.10 Perkalian Silang 
1.10.1 Hasilkali Silang Vektor 
Perkalian silang dari dua buah vektor menghasilkan sebuah vektor. 
Perkalian silang disebut juga dengan istilah perkalian vektor dan hanya 
berlaku untuk R3.  
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Definisi 1.5 
Jika u = (u1, u2, u3) dan v = (v1, v2, v3) adalah dua buah vektor maka hasil 
kali silang, yang disimbolkan dengan u x v, didefinisikan sebagai, 
𝐮 x 𝐯 =  |
𝒊 𝒋 𝒌
𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑣1 𝑣2 𝑣3
| = |
𝑢2 𝑢3
𝑣2 𝑣3
| , − |
𝑢1 𝑢3
𝑣1 𝑣3
| , |
𝑢1 𝑢2
𝑣1 𝑣2
| 
  = (𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2,   𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3,  𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1) 
 
 Contoh 1.4 
Jika u = (2, –1, –4), v = (3, –3, 1), tentukan u x v 
Penyelesaian 
𝐮 x 𝐯 = (𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2,  𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3,  𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1) 
  = ((−1)(1) − (−4)(−3), (−4)(3) − (2)(1), (2)(−3) − (−1)(3)) 
  = (−13,−14,−3) 
 
Teorema 1.6 
Hubungan antara hasilkali titik dan hasil kali silang 
Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 3, maka: 
(a)  u . (u x v) = (u ortogonal terhadap u x v) 
(b)  v . (u x v) = 0 (v ortogonal terhadap u x v) 
(c)  ||u x v||2 = ||u||2 ||v||2 –(u . v)2 (identitas Lagrange) 
(d)  u x (v x w) = (u . w)v – (u . v)w  (hubungan hasil kali titik dan hasil 
kali silang) 
(e)  (u x v) x w = (u . w)v – (v . w)u (hubungan hasil kali titik dan hasil kali 
silang) 
 
Teorema 1.7 
Sifat-sifat hasil kali silang 
Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 3, dan k adalah 
sembarang skalar, maka: 
(a)  u x v = – (u x v)  (b)  u  x (v+w) = (u x v) + (u x w) 
 (c)  (u + v) x w = (u x w) + (v x w)        (d)  k(u x v) = (ku) x v  
 (e)  u x 0 = 0 x u = 0                                    (f)  u x u = 0 
 
1.10.2 Hasilkali Silang Vektor Satuan Standar 
Pada pasal 1.7 telah dibahas vektor satuan standar dan komponen-
komponennya, yaitu, 
 i = (1, 0, 0)  j = (0, 1, 0)  k = (0, 0, 1) 
Berikut contoh perkalian dua vektor satuan standar. 
i x j = (0)(0)–(0)(1), (0)(0) – (1)(0), (1)(1) – (0(0) = (0, 0, 1) = k    
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k x j = (0)(0)–(1)(1), (1)(0) – (0)(0), (0)(1) – (0)(0) = (–1, 0, 0) = 
–(1, 0,0) = – i  
i x i = (0)(0)–(0)(0), (0)(1) – (1)(0), (1)(0) – (0(1) = (0, 0, 0) = 0    
 
                                                     
 
 
 
 
Gambar 1.15 
Lingkaran Perkalian Silang vektor satuan standar 
 
Untuk mempermudah hasil perkalian silang antar dua vektor satuan 
standar, kita dapat menggunakan Lingkaran Perkalian Silang antar Vektor 
Satuan Standar (Gambar 1.15). Prinsip penggunaan lingkaran tersebut 
adalah sebagai berikut. Jika perkalian silang dilakukan searah jarum jam, 
maka hasilnya adalah vektor satuan standar berikutnya. Jika perkalian 
silang dilakukan berlawanan dengan arah jarum jam maka hasilnya adalah 
negatif dari vektor satuan berikutnya. Sedangkan  perkalian silang yang 
dilakukan antar vektor satuan standar yang sama hasilnya adalah vektor 0. 
i x i = 0 j x j = 0 k x k = 0 
i x j = k j x k = i k x i = j 
i x k = –j j x i = –k  k x j = –i 
 
1.10.3 Interpretasi Geometrik Hasilkali Silang 
Jika u dan v adalah vektor-vektor pada ruang yang berdimensi 3, maka 
norma u x v dapat ditentukan denganmenggunakan identitas Lagrange 
(teorema 3.6) 
 ||u x v||2 = ||u||2 ||v||2 –(u . v)2 = ||u||2 ||v||2 –||u||2 ||v||2 cos2 
  = ||u||2 ||v||2(1 – cos2) = ||u||2 ||v||2 sin2 
Karena 0     , maka sin   0. Sehingga ||u x v|| =||u|| ||v|| sin. 
Interpretasi geometriks dari ||u x v|| dapat dilihat pada Gambar 3.16 
berikut. 
 
                                               v 
                                  
                                  
 
                                                                    u                                         
 
    Gambar 1.16  
     Interpretasi Geometrik hasilkali silang 
i 
j 
k 
||v|| sin ||v|| 
||u|| 
 
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Gambar 1.16 menunjukkan bahwa vektor u dan v membentuk suatu jajaran 
genjang. Sedangkan norma hasilkali silang vektor u dan v menunjukkan luas 
jajaran genjang yang dibatasinya.  
 
Teorema 1.8 
Luas bidang 
Jika u dan v adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 3, maka ||u x v|| 
adalah luas bidang yang dibatasi oleh vektor u dan v. 
 
Contoh 1.5 
Tentukan luas bidang yang dibatasi oleh u = (2, 1, 3) dan v = (4, 5, 0) 
Penyelesaian 
𝐮 x 𝐯 = (𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2,  𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3,  𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1) 
  = (1)(0) − (3)(5), (3)(4) − (2)(0), (2)(5) − (1)(4) = (−15, 12, 6) 
‖𝐮 x 𝐯‖ = √(−15)2 + 122 + 62 = √225 + 144 + 36 = √405 = 9√5 
 
 
Definisi 1.6 
Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 3, maka u . (v x 
w) disebut sebagai hasilkali tripel skalar (scalar triple product), yang 
didapat dari, 
𝐮 . (𝐯 x 𝐰)  = |
𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑣1 𝑣2 𝑣3
𝑤1 𝑤2 𝑤3
| 
Contoh 1.6 
Hitung hasilkali tripel skalar u . (v x w) jika  
u = 2i +   j + 3k  
v = 4i + 2j + 2k 
w =  i  –   j +  3k 
 
Penyelesaian 
𝐮 . (𝐯 x 𝐰)  = |
2 1 3
4 2 2
1 −1 3
| = 2 |
2 2
−1 3
| − |
4 2
1 3
| + 3 |
4 2
1 −1
|
= 16 − 10 − 18 = −2 
 
Teorema 1.9 
(a)  Nilai absolut dari determinan 
𝑑𝑒𝑡 [
𝑢1 𝑢2
𝑣1 𝑣2
] 
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sama dengan luas bidang pada ruang berdimensi dua yang dibatasi oleh 
vektor  
u = (u1, u2, u3) dan v = (v1, v2, v3). 
 
(b)  Nilai absolut dari determinan 
𝑑𝑒𝑡 [
𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑣1 𝑣2 𝑣3
𝑤1 𝑤2 𝑤3
] 
 
sama dengan volume pada ruang berdimensi 3 yang dibatasi oleh 
vektor-vektor luas bidang pada ruang berdimensi dua yang dibatasi 
oleh vektor  
u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3), dan  = (w1, w2, w3) . 
Luas dan volume yang dimaksud ditunjukkan pada Gambar 3.17 
berikut. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                          (a)                                                                           (b) 
                                            
                                                             Bidang yang dibatasi                                   Volume yang dibatasi  
                                         vektor –vektor u dan v                                   vektor-vektor u, v, dan w 
 
 
Gambar 3.17 
Luas dan volume yang diapit vektor-vektor 
 
Teorema 1.10 
Jika vektor-vektor u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3), dan  = (w1, w2, w3) memiliki 
titik awal yang sama, maka vektor-vektor tersebut akan terletak pada 
bidang yang sama jika dan hanya jika, 
𝐮 . (𝐯 x 𝐰)  = |
𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑣1 𝑣2 𝑣3
𝑤1 𝑤2 𝑤3
| = 0 
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 Latihan untuk pasal 1.10 
1.  Misal u = (2, –3, 1), v = (–4,  2, 0), dan w = (1, –8, 3), hitunglah 
(a) u x (v x w)    (b) (u x v) x w 
(c) u x (v – 2w)    (d) (u x v) – 2w 
2. Tentukan sebuah vektor yang ortogonal, baik terhadap u maupun v     
    jika, 
(a) u = (–6, 4, 2),  v = (3, 1, 5)  (b) u = (–2, 1, 5),  v = (3, 0, –3)  
3. Tentukan luas bidang yang dibatasi oleh  
(a) u = (4, 3, 1),  v = (2, 2, 5)  (b) u = (4, 1, –2),  v = (1, 1, –3) 
4. Tentukan volume ruang yang dibatasi oleh vektor-vektor, 
(a) u = (–1, 2, 4), v = (3, 4, –2), dan  w = (–2, 3, 5)   
(b) u = (3, 1, 3), v = (3, 4, 1), dan  w = (1, 2, 4) 
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BAB 2 
RUANG VEKTOR 
 
 
2.1 Ruang berdimensi n Euclidean 
Pada materi sebelumnya kita telah membahas vektor pada ruang berdimensi 2 dan 3 
yang masing-masing disimbolkan dengan R2 dan R3. Pada bab ini kita akan 
membahas vektor pada ruang yang bersifat lebih umum, yaitu vektor pada ruang 
berdimensi n yang disimbolkan dengan Rn.  Meskipun secara geometrik Rn hanya 
ruang berdimensi 2 dan 3 yang dapat digambarkan, akan tetapi dengan 
memanfaatkan sifat-sifat analitik vektor pada R2 maupun R3 kita dapat memperluas 
pembahasan untuk vektor pada ruang berdimensi n.   
 
2.1.1 Vektor pada Ruang Berdimensi n. 
Definisi 2.1 
Jika n adalah suatu bilangan bulat positif, maka tupel n berurutan (ordered n-
tuple) adalah suatu urutan dari n bilangan real (a1, a2, … , an). Himpunan 
semua tupel berurutan disebut ruang berdimensi n (n-space) dan dinyatakan 
dengan Rn. 
 
Umumnya istilah tupel n berurutan hanya digunakan jika n > 3. Jika n = 2, 
urutan bilangan real (a1, a2) disebut dengan istilah pasangan berurutan 
(ordered pair). Jika n = 3, urutan bilangan real (a1, a2, a3) disebut dengan 
istilah tripel berurutan(ordered triple). Sedangkan untuk n = 1 menunjukkan 
hanya terdapat satu bilangan real dan himpunannya adalah himpunan 
bilangan real yang disimbolkan dengan R; bukan R1. 
 
Himpunan tupel n berurutan dapat dinterpretasikan sebagai sebuah titik 
dengan koordinat (a1, a2, … , an) atau sebuah vektor dengan komponen (a1, 
a2, … , an). Pada Gambar 4.1 ditunjukkan  sebuah tripel berurutan yang 
merupakan sebuah titik (Gambar 2.1a) dan tripel berurutan yang 
menunjukkan sebuah vektor (Gambar 2.1b). 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                            (a)                                                                                  (b) 
                                                                                       
    
 
Gambar 2.1 
Tripel berurutan (a1, a2, a3) yang 
menunjukkan sebuah titik dan vector 
 
 
y 
z 
x 
O 
 
(a
1
, a
2
, a
3
) 
y 
z 
x 
O 
(a
1
, a
2
, a
3
) 
17 
 
Definisi 2.2 
Jika terdapat vektor u  = (u1, u2, . . . , un) dan v  = (v1, v2, . . . , vn) pada Rn, 
maka  
(a) Vektor u sama dengan vektor v didefinisikan sama jika masing-masing 
komponen vektor yang bersesuaian juga sama. 
u = v jika u1 = v1;  u2 = v2;  . . .  ;  un = vn   
(b) Jumlah vektor u dan v didefinisikan sebagai jumlah masing–masing 
komponen vektor yang bersesuaian. 
u + v = (u1 + v1,  u2 + v2,  . . . ,  un + vn) 
(c) Negatif dari vektor u atau v didefinisikan sebagai negatif dari komponen 
masing -masing vektor. 
–u  = (–u1, –u2, . . . , –un)    atau   –v  = (–v1, –v2, . . . , –vn) 
(d) Selisih dari dua buah vektor didefinisikan sebagai jumlah salah satu 
vektor dengan negatif vektor lainnya. 
u – v  = (u1 – v1, u2  – v2, . . . , un – vn)  atau  v – u  = (v1 – u1, v2 – u2, . . . , 
vn – un)     
(e)  Jika terdapat skalar k, maka perkalian skalar dengan vektor u atau v 
didefinisikan sebagai   perkalian skalar masing-masing komponen 
vektor.  
ku  = (ku1, ku2, . . . , kun) dan kv  = (kv1, kv2, . . . , kvn) 
(f)  Vektor nol, dilambangkan dengan 0, pada Rn didefinisikan sebagai,  
      0 = (0, 0, …, 0) 
 
2.1.2 Sifat Operasi Vektor pada Ruang Berdimensi n. 
Teorema berikut mencantumkan daftar operasi aritmatika vektor-vektor yang 
mencakup penjumlahan dan perkalian skalar vektor-vektor pada Rn.  
 
Teorema 2.1 
Jika u  = (u1, u2, . . . , un), v  = (v1, v2, . . . , vn), dan  w  = (w1, w2, . . . , wn) adalah 
vektor-vektor pada Rn serta k dan l adalah skalar-skalar, maka:  
(a)  u + v = v + u     
(b)  u + (v + w) = (v + u) + w  
(c)  u + 0 = 0 + u = u    
(d)  u + (–u) = u – u = 0 
(e)  k(lu) = (kl)u)       
(f )  k(u + v) = ku + kv 
(g)  (k +l)u = ku + lu    
(h)  1u = u 
 
2.1.3 Perkalian titik pada Ruang Berdimensi n Euclidean. 
Perkalian titik pada ruang berdimensi 2 dan 3 dapat digeneralisasi pada ruang 
berdimensi n Euclidean. Istilah lain dari perkalian titik adalah perkalian dalam 
(inner product) Euclidean.  
 
Definisi 2.3 
Jika u  = (u1, u2, . . . , un) dan v  = (v1, v2, . . . , vn) adalah vektor-vektor 
sembarang pada Rn, maka hasilkali dalam Euclidean didefinisikan sebagai, 
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u . v = u1v1 + u2v2 + . . . + unvn  
Contoh 2.1 
Jika u = (2, –1, 4, 5) dan v  = (3, 3, 1, –4) adalah vektor-vektor pada R4, maka 
hasilkali dalam Euclidean dari u dan v adalah 
u . v = u1v1 + u2v2 + u3v3 + u4v4 = (2)(3) + (–1)(3) + (4)(1) + (5)(–4) = –13   
 
 
Teorema 2.2 
Sifat-sifat Hasilkali Dalam Euclidean 
Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor pada Rn dan k adalah sembarang skalar, 
maka:  
(a)  u . v = v . u      
(b)  (u + v) . w = u . w + v . w   
(c)  (ku) . v = k(u . v)     
(d)  v . v  0  
(e)  v . v  = 0 jika dan hanya jika u = 0 
 
Contoh 2.2 
Jika terdapat vektor u dan v, maka 
(2u + 5v) . (3u + 4v) = (2u) . (3u + 4v) + (5v) . (3u + 4v)  (teorema 4.2b) 
  = (2u) . (3u)+ (2u) . (4v) + (5v) . (3u) + (5v) . (4v) 
  = 6(u . u)+ 8 (u . v) + 15 (v . u) + 20(v . v) 
  = 6(u . u)+ 23 (u . v) + 20(v . v) 
 
 
2.1.4 Norma dan Jarak pada Ruang Berdimensi n Euclidean. 
Norma dan jarak vektor pada ruang berdimensi n Euclidean  analog dengan 
vektor pada ruang berdimensi 2 dan 3.  Norma Euclidean (Euclidean norm) 
untuk vektor  
u = (u1, u2, . . . , un) pada ruang berdimensi n didefinisikan sebagai, 
‖𝐮‖ = (𝐮. 𝐮)1/2 = √𝑢12 + 𝑢22 +⋯+ 𝑢𝑛2 
Sedangkan jarak Euclidean (Euclidean distance) antara titik u = (u1, u2, . . . , 
un)dan titik v = (v1, v2, . . . , vn) pada ruang berdimensi n didefinisikan sebagai, 
𝑑(𝐮, 𝐯) = ‖𝐮 − 𝐯‖ = √(𝑢1 − 𝑣1)2 + (𝑢2 − 𝑣2)2+ . . . +(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)2 
 
Contoh 2.3 
Jika u = (2, –1, 4, 5) dan v  = (3, 3, 1, –4) adalah vektor-vektor pada R4, 
tentukan norma u,  
norma v, dan jarak u dan v. 
Penyelesaian 
Norma 𝐮 = ‖𝐮‖ = (𝐮. 𝐮)1/2 = √𝑢12 + 𝑢22 +⋯+ 𝑢𝑛2
= √22 + (−1)2 + 42 + 52 = √46 
Norma 𝐯 = ‖𝐯‖ = (𝐯. 𝐯)1/2 = √𝑣12 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣𝑛2 = √32 + 32 + 12 + (−4)2
= √35 
Jarak antara 𝐮 dan 𝐯 = 𝑑(𝐮, 𝐯) = ‖𝐮 − 𝐯‖ 
= √(𝑢1 − 𝑣1)2 + (𝑢2 − 𝑣2)2+ . . . +(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)2 
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= √(2 − 3)2 + (−1 − 3)2 + (4 − 1)2  + (5 − (−4))2 
= √1 + 16 + 9 + 81 = √107 
Teorema 2.3 
Ketidaksamaan Cauchy-Schwarz pada Rn 
Jika u  = (u1, u2, . . . , un) dan v  = (v1, v2, . . . , vn) adalah vektor-vektor pada 
Rn, maka  
|𝐮 . 𝐯 | ≤ ‖𝐮‖ ‖𝐯‖ 
 
Teorema 2.4 
Sifat-sifat Panjang pada Rn 
Jika u  dan v adalah vektor-vektor pada Rn dan k adalah suatu skalar 
sembarang, maka: 
(𝑎)  ‖𝐮‖  0 
(𝑏)  ‖𝐮‖ = 0 jika dan hanya jika 𝐮 = 0 
(𝑐)  ‖𝑘𝐮‖ = |𝑘| ‖𝐮‖ 
(𝑑) ‖𝐮 + 𝐯‖  ‖𝐮‖ + ‖𝐯‖  (ketidaksamaan segitiga) 
 
Teorema 2.5 
Sifat-sifat Jarak pada Rn 
Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor pada Rn dan k adalah suatu skalar 
sembarang, maka: 
(𝑎)  𝑑(𝐮, 𝐯)  0 
(𝑏)  𝑑(𝐮, 𝐯) = 0 jika dan hanya jika 𝐮 = 𝐯 
(𝑐)  𝑑(𝐮, 𝐯) = 𝑑(𝐯, 𝐮) 
(𝑑) 𝑑(𝐮, 𝐯)  𝑑(𝐮, 𝐰) + 𝑑(𝐰, 𝐯)     (ketidaksamaan segitiga) 
                                                                                                 u 
                                               v 
 
 
 
                                                                 w 
Gambar 2.2 
 Perbandingan jarak titik sebuah segitiga. 
 
Teorema 2.6 
Sifat-sifat Jarak pada Rn 
Jika u dan v adalah vektor-vektor pada Rn, maka 𝐮 .  𝐯 =
1
4
‖𝐮 + 𝐯‖2 −
1
4
‖𝐮 − 𝐯‖2 
 
2.1.5 Ortogonalitas (ketegaklurusan). 
Pada ruang berdimensi 2 dan 3, kita telah mengetahui bahwa dua vektor u dan 
v dikatakan tegak lurus atau ortogonal jika u . v = 0. Definisi berikut sebagai 
bentuk generalisasi ruang berdimensi 2 dan 3 pada ruang berdimensi n. 
Definisi 2.4 
Dua vektor u dan v pada Rn disebut ortogonal jika  u . v = 0. 
20 
 
Contoh 2.4 
Jika u = (2, –1, 4, 1) dan v  = (2, 5, 1, –2) adalah vektor-vektor pada R4, 
tentukan apakah vektor u dan v ortogonal atau tidak! 
Penyelesaian 
u . v = (2)(2) + (–1)(5) + (4)(1) + (1)(–2) = 4 – 5 + 4 – 2 =1    
Karena u . v  0 maka u dan v tidak saling tegaklurus. 
 
Teorema 2.7 
Teorema Pythagoras pada Rn 
Jika u dan v adalah vektor-vektor ortogonal pada Rn, maka 
‖𝐮 + 𝐯‖2 = ‖𝐮‖2 + ‖𝐯‖2 
2.1.6 Notasi Alternatif untuk Vektor Rn  
Meskipun penulisan vektor biasanya dalam bentuk komponen , akan tetapi kita 
juga dapat melakukan penulisan vektor dalam bentuk matriks, baik matriks 
baris maupun kolom. Misal terdapat sebuah vektor u pada Rn. Dalam bentuk 
komponen, vektor u ditulis dalam bentuk,  
u  = (u1, u2, . . . , un) 
Sedangkan dalam bentuk matriks, vektor u ditulis menjadi, 
    
𝐮 = [
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4
]  atau 𝐮 = [𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢4] 
 
Jika vektor u dan v kedua-duanya ditulis dalam bentuk matriks kolom, maka 
𝐮 =
[
 
 
 
 
𝑢1
𝑢2
⋮
𝑛 ]
 
 
 
 
   dan   𝐯 =
[
 
 
 
 
𝑣1
𝑣2
⋮
𝑣𝑛]
 
 
 
 
 
 
[𝐯T. 𝐮] = [𝑣1 𝑣2 ⋯ 𝑣4]
[
 
 
 
 
𝑢1
𝑢2
⋮
𝑢4]
 
 
 
 
= [𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2+ . . . +𝑢𝑛𝑣𝑛]
= [𝐮 . 𝐯] 
 
Jika tanda kurung pada ruas paling kiri dan kanan dihilangkan, maka  
𝐯T. 𝐮 = 𝐮 . 𝐯 
Jadi untuk vektor yang ditulis dalam bentuk matriks kolom berlaku,  
𝐮 . 𝐯 = 𝐯T. 𝐮 
Jika terdapat suatu matriks A, n x n, maka berlaku, 
𝐀𝐮 . 𝐯 = 𝐯T(𝐀𝐮) =  (𝐯T𝐀)𝐮 = (𝐀T𝐯)T 𝐮 = 𝐮 .  𝐀T𝐯 
𝐮. 𝐀𝐯 = (𝐀𝐯)T 𝐮 =  (𝐯T𝐀T )𝐮 = 𝐯T (𝐀T𝐮)   = 𝐀T𝐮 . 𝐯 
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Latihan untuk pasal 2.1  
1. Misal u = ( 1, 3, –4, 2), v = (2, –5, 4, 1), dan w = ( 3, 0, 4, –7). Tentukan, 
(a)  2(3u – v)      
(b) (– 4u + v) – (–2v + 3w) 
(c)  (4u – v)(–w + 3v)  
   
2. Jika u = (2, –7, 4, 3), dan v = ( 2, 5, 1, –4), hitung, 
(a) ||u||  (b)  ||v|| (c) ||u + v||  
 
3. Tentukan jaeak Euclidean antara u dan v, jika  
(a)  u = (1, –2, 4, 1), v = (–3, –5, 0, 2) 
(b) u = (1, 3, 3, –7), v = (1, 1, 4, 6).  
 
4. Tentukan apakah vektor-vektor berikut ortogonal! 
(a) u = (5, 1, –4),  v = (1, –5, 2) 
(b) u = (2, –2, 4, 1),  v = ( 2, 5, 1, –2) 
(c) u = (–4, 1, 2, 5),  v = (2, –4, 1, 2) 
(d) u = (a, b, c),  v = (c, 0, –a) 
 
5. Tentukan dua buah vektor dengan norma 1 yang ortogonal terhadap vektor-
vektor  
u = ( 2, 1, –4, 0), v = (–1, –1, 2, 2) dan w = (3, 2, 5, 4). 
 
2.2 Ruang Vektor Real 
Misal V adalah adalah suatu himpunan tak-kosong dari objek-objek sembarang. 
Jika operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar objek-objek tersebut 
mengikuti aksioma-aksioma dibawah ini, maka V disebut sebagai ruang vektor, 
sedangkan objek-objek pada V disebut vektor. Jika u, v, dan w adalah objek-objek 
di dalam V dan terdapat skalar k dan l, maka aksioma-aksioma yang dimaksud 
adalah sebagai berikut. 
(1)  Jika u dan v adalah objek-objek pada V, maka u + v juga harus merupakan 
objek pada V 
(2)  u + v = v + u 
(3)  u + (v + w) = (u + v) + w 
(4)  Salah satu objek di dalam V adalah objek 0 (vektor nol), sedemikian rupa, 
sehingga 
         0 + u = u + 0 = u. 
(5)  Untuk setiap u pada V  juga terdapat suatu objek –u pada V  yang disebut 
sebagai  
         negatif dari u, sedemikian rupa sehingga u + (– u) = ( –u) + u = 0. 
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(6)  Jika k adalah skalar sembarang dan u objek sembarang pada V , maka ku 
terdapat pada V 
(7)  k(u + v) = ku + kv 
(8) (k + l) u = ku + lu 
(9)  k(lu) = (kl)u  
 (10) 1u = u 
 
Teorema 2.8 
Sifat-sifat vektor 
Misal V adalah suatu ruang vektor, u adalah vector pada V dan k adalah suatu skalar, 
maka 
(a)  0u = 0 
(b)  k0 = 0 
(c)  (–1)u = –u   
(d)  Jika ku = 0, maka k = 0 atau u = 0 
 
2.3 Subruang (subspace) 
Suatu subhimpunan dari V yang juga merupakan suatu ruang vektor yang berkaitan 
dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar vektor yang didefinisikan pada V 
disebut subruang. 
 
Definisi 2.5 
Suatu subhimpunan W dari suatu ruang vektor V disebut subruang (subspace) dari V, 
jika W sendiri merupakan ruang vektor di bawah operasi penjumlahan dan 
perkalian skalar yang didefinisikan pada V. 
 
Teorema 2.9 
Jika W adalah suatu himpunan yang terdiri dari satu atau lebih vektor dari suatu 
ruang vektor V, maka W adalah suatu subruang dari V,  jika dan hanya jika syarat-
syarat berikut terpenuhi. 
(a) Jika u dan v adalah vektor-vektor pada W, maka u + v berada pada W. 
(b) Jika k adalah skalar sembarang  dan u adalah vektor sembarang pada W, maka ku 
berada pada W. 
 
 
Contoh 2.5 
Misal W adalah bidang sembarang yang melewati titik asal pada R3, dan u serta v 
adalah vektor-vektor sembarang yang terletak pada W. Tunjukkan W adalah 
subruang dari R3. 
Penyelesaian 
Karena u dan v adalah dua vektor yang terletak pada W, maka  
(a) u + v terletak pada W. 
(b) ku juga terlatak pada W. 
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Contoh 2.6 
Tunjukkan bahwa garis yang melewati titik asal sistem koordinat R3 adalah subruang 
dari R3. 
Penyelesaian 
Misal u dan v adalah dua vektor posisi yang terletak pada garis l (lihat Gambar 
2.4). 
 
 
 
 
                                             
                                       
 
Gambar 4.4 
Vektor-vektor posisi u, dan ku, 
terletak pada garis l 
 
 
Dari Gambar 2.4 kita secara langsung dapat melihat bahwa u + v dan ku juga terletak 
pada l. 
 
Subruang dari R2 dan R3 
Setiap ruang vektor tak-nol V  memiliki paling tidak dua subruang, yaitu V  itu sendiri 
dan himpunan {0}. Sedangkan subruang lainnya pada R2 dan R3 adalah sebagai 
berikut.  
Subruang dari 
R2 R3 
{0} {0} 
Garis-garis yang melewati titik 
asal 
Garis-garis yang melewati titik asal 
R2 Bidang-bidang yang melewati titik 
asal 
 R3 
 
2.3.1 Ruang Solusi dari Sistem Homogen 
Jika Ax = b adalah suatu sistem persmaan linier, maka setiap vektor x yang 
memenuhi persaman ini disebut sebagai vektor solusi (solution vector) dari 
sistem tersebut. Vektor-vektor solusi dari suatu sistem linier yang homogen 
membentuk suatu ruang vektor atau ruang solusi. 
 
v 
u 
u + v 
l 
ku 
u 
l 
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Teorema 2.10 
Jika Ax = 0 adalah suatu sistem linier homogen yang terdiri dari m persamaan 
dengan n faktor yang tidak diketahui, maka himpunan vektor solusi adalah 
suatu subruang dari Rn.  
Contoh 2.7 
Tentukan ruang solusi dari sistem linier berikut. 
(𝑎)  [
1 −2 3
2 −4 6
3 −6 9
] [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [
0
0
0
]                       (𝑏)  [
1 −2 3
−3 7 −8
−2 4 −6
] [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [
0
0
0
]   
(𝑐)  [
1 −2 3
−3 7 −8
4 1 2
] [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [
0
0
0
]                 (𝑑)  [
0 0 0
0 0 0
0 0 0
] [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [
0
0
0
]   
Penyelesaian 
(𝑎)  [
1 −2 3 
2 −4 6 
3 −6 9 
|
0
0
0
 ] [
1 −2 3 
0 0 0 
0 0 0 
|
0
0
0
 ] 
 Didapat x – 2y + 3z = 0   Bidang yang melewati titik asal dengan n = 
(1, –2, 3)  
 Jika y = s, dan z = t, maka x – 2s + 3t = 0, atau x = 2s – 3t 
Solusi adalah x = 2s – 3t, y = s, dan z = t. 
 
(𝑏)  [
1 −2 3 
−3 7 −8 
−2 4 −6 
|
0
0
0
 ] [
1 −2 3 
0 1 1 
0 0 0 
|
0
0
0
 ] 
 Didapat x – 2y + 3z = 0  dan y + z = 0   
 Jika z = t, maka y = –t, dan x = –2t – 3t = –5t.  
Solusi adalah x = –5t, y = –t, dan z = t , yaitu persamaan parametriks 
untuk garis yang melewati titik asal yang sejajar dengan vektor v = (–5, 
–1, 1). 
 
(𝑐)  [
1 −2 3 
−3 7 −8 
4 1 2 
|
0
0
0
 ] [
1 −2 3 
0 1 1 
0 9 −10 
|
0
0
0
 ] [
1 −2 3 
0 1 1 
0 0 −19 
|
0
0
0
 ] 
 
[
1 −2 3 
0 1 1 
0 0 −19 
|
0
0
0
 ] [
1 −2 3 
0 1 1 
0 0 1 
|
0
0
0
 ] 
 Ruang solusi adalah x = 0, y = 0, z = 0, sehingga ruang solusinya adalah 
titik asal,   yaitu {0}. 
 
(𝑑) [
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
|
0
0
0
 ] 
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Solusinya adalah  x = r,  y = s, dan z = t. 
Karena r, s, dan t adalah parameter sembarang, maka ruang solusinya 
adalah R3. 
 
Definisi 2.6 
Suatu vektor w disebut sebagai kombinasi linier (linear combination) dari 
vektor-vektor v1, v2, . . . , vr jika dapat dinyatakan dalam bentuk, 
   w = k1 v1 +  k2 v2 + . . . + kr vr 
k1, k2, . . . , kr  adalah skalar-skalar. 
 
Contoh 2.8 
Tulis vektor v = (a, b, c) pada R3 sebagai kombinasi linier vektor-vektor satuan 
standar  i, j, k.  
Penyelesaian 
v = (a, b, c), i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1) 
v = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1) = ai + bj + ck 
Contoh 2.9 
Jika vektor u = (1, –3, 4) dan v = (2, 2, 3). Tunjukkan, bahwa vektor w =  (3, 7, 
2) adalah kombinasi linier dari u dan v. Sedangkan vektor x = (1, 5, –6) bukan 
kombinasi linier dari u dan v.  
Penyelesaian 
w adalah kombinasi linier dari u dan v jika terdapat skalar k1 dan k2 yang 
memenuhi persamaan  w = k1u + k2v 
(3, 7, 2) = k1(1, –3, 4) + k2(2, 2, 3) = (k1, –3k1 , 4k1) + (2k2, 2k2, 3k2) 
 = (k1 + 2k2,  –3k1 + 2k2, 4k1 + 3k2) 
Selanjutnya, 
𝑘1 + 2𝑘2 = 3
−3𝑘1 + 2𝑘2 = 7
4𝑘1 + 3𝑘2 = 2
   [
1 2 
−3 2 
4 3 
|
3 
7 
2 
] [
1 2 
0 8 
0 −5 
|
3 
16 
−10 
] [
1 2 
0 1 
0 0 
|
3 
2 
0 
] 
 Didapat k1 = –1  dan k2 = 2. Sehingga w = –u + 2v 
x adalah kombinasi linier dari u dan v jika terdapat skalar k1 dan k2 yang 
memenuhi persamaan  x = k1u + k2v 
(1, 5, –6) = k1(1, –3, 4) + k2(2, 2, 3) = (k1, –3k1 , 4k1) + (2k2, 2k2, 3k2) 
 = (k1 + 2k2,  –3k1 + 2k2, 4k1 + 3k2) 
Selanjutnya, 
𝑘1 + 2𝑘2 = 1
−3𝑘1 + 2𝑘2 = 5
4𝑘1 + 3𝑘2 = −6
   [
1 2 
−3 2 
4 3 
|
1 
5 
−6 
] [
1 2 
0 8 
0 −5 
|
1 
8 
−10 
] [
1 2 
0 1 
0 1 
|
3 
1 
2 
] [
1 2 
0 1 
0 0 
|
3 
1 
1 
] 
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Ternyata sistem linier tidak konsisten, sehingga disimpulkan bahwa x bukan 
kombinasi linier dari u dan v. 
 
2.3.2 Rentang (span) dan Ruang yang Direntang (space spanned)  
Misal v1, v2, . . . ,vr  adalah vektor-vektor pada ruang vektor V.  Himpunan 
seluruh kombinasi linier dari vektor-vektor v1, v2, . . . , vr  disebut rentang {v1, 
v2, . . . , vr}. Jika W adalah himpunan seluruh vektor yang merupakan kombinasi 
linier dari v1, v2, . . . , vr, maka W membentuk subruang dari V. 
 
Teorema 2.11 
Jika v1, v2, . . . ,vr vektor-vektor pada suatu ruang vektor V, maka: 
(a) Himpunan W  yang terdiri dari semua kombinsi linier v1, v2, ...,vr adalah 
subruang dari V. 
(b) W adalah subruang terkecil dari V yang mengandung v1, v2, . . . , vr  
Definisi 2.7 
Jika S = {v1, v2, . . . ,vr} adalah suatu himpunan vektor-vektor pada suatu ruang 
vektor V, maka subruang W dari V yang terdiri dari semua kombinasi linier 
vektor-vektor pada S disebut sebagai ruang yang direntang (space spanned) 
oleh v1, v2, . . . ,vr dan vektor-vektor v1, v2, . . . ,vr merentang W.  Untuk 
menyatakan bahwa W adalah ruang yang direntang  oleh vektor-vektor pada 
himpunan S = { v1, v2, . . . ,vr} kita menuliskan, 
  W = rentang (S) atau W = rentang {v1, v2, . . . ,vr}  atau 
  vektor-vektor v1, v2, . . . ,vr merentang W. 
 
Contoh 2.10 
Tentukan ruang yang direntang oleh vektor-vektor berikut. 
(a)  v1 = (1, 0, 0),  v2 = (0, 1, 0) 
(b)  v1 = (1, 0, 1, 0),  v2 = (0, 1, 0, –1) 
Penyelesaian 
(a)   b = k1v1 + k2v2  
(a, b, c) = k1 (1, 0, 0) + k2 (0, 1, 0) 
 k1 = a,  k2 = b,  c = 0   
Ruang yang direntang oleh v1 dan v2 adalah (a, b, 0) 
(b)   b = k1v1 + k2v2  
(a, b, c, d) = k1(1, 0, 1, 0) + k2(0, 1, 0, –1) 
 k1 = a,  k2 = b,  c = a,   d = 1 – b    
Ruang yang direntang oleh v1 dan v2 adalah (a, b, a, –b) 
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Latihan untuk pasal 4.3 
1. Tentukan apakah pernyataan berikut merupakan subruang dari R2 atau 
bukan.  
  (a) seluruh vektor berbentuk (x1, x2), dimana x1 = 2x2 
  (b) seluruh vektor berbentuk (x1, x2), dimana x1x2 = 0 
2. Tentukan apakah pernyataan berikut merupakan subruang dari R3 atau 
bukan.  
  (a) seluruh vektor berbentuk (x1, x2, x3), dimana x3 = x1+ x2 
  (b) seluruh vektor berbentuk (x1, x2, x3), dimana x3  =  x12 + x22 
3. Tentukan, apakah vektor-vektor berikut merentang R3  
(a)  v1 = (2, –1, 2), v2 = ( –1, 3, 5), v3 = (4, 2, 3) 
(b)  v1 = (1, 1, 1), v2 = (1, 0, 1), v3 = (0, 1, 1), v4 = (2, 2, 3) 
 
2.4 Kebebasan linier  
Misal S = { v1, v2, …, v r } adalah vektor-vektor pada Rn .  Jika r lebih besar dari dua dan 
setidak-tidaknya terdapat satu vektor pada A yang dapat ditulis sebagai kombinasi 
linier dari vektor-vektor lainnya , maka A dikatakan tidak bebas linier. Artinya 
setidak-tidaknya terdapat satu vektor yang tergantung pada vektor lainnya.   
Definisi 2.8 
Jika S = {v1, v2, . . . ,vr} adalah suatu himpunan tak-kosong dari vektor-vektor, maka 
persamaan vektor, 
  k1v1 + k2v2 + . . . + krvr  = 0, 
memiliki paling tidak satu solusi, yaitu k1 = 0, k2 = 0,  . . . , kr = 0. 
 
Jika nilai k1, k2, . . . , kr = 0 adalah satu-satunya solusi, maka S disebut sebagai 
himpunan bebas linier (linierly independent). Jika ada solusi lainnya, maka S disebut 
sebagai himpunan tidak bebas linier (linierly dependent). 
 
 Contoh 2.11 
 Jika  v1 = (1,–2, 4), v2 = (–2, 1,–3), dan v3 = (3, 5, 2), tentukan apakah himpunan S = 
{v1, v2, v3} bebas linier atau tidak bebas linier. 
Penyelesaian 
k1v1 + k2v2 + . . . + krvr  = 0  k1(1, –2, 4)  + k2 (–2, 1, –3) + k3 (3, 5, 2)  = (0, 0, 0) 
[
1 −2 3 
−2 1 5 
4 −3 2 
|
0 
0 
0 
]   [
1 −2 3 
0 −3 11 
0 5 −10 
|
0 
0 
0 
]   [
1 −2 3 
0 1 −11/3 
0 0 5/3 
|
0 
0 
0 
]   [
1 −2 3 
0 1 −11/3 
0 0 1 
|
0 
0 
0 
] 
Didapat  k1 = k2 = k3 = 0. Jadi himpunan S = {v1, v2, v3} adalah himpunan bebas linier. 
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Contoh 2.12 
 Jika  v1 = (2, 3, 1, –2), v2 = (1, –4, 2, 2), dan v3 = (7, –6, 8, 4), tentukan apakah 
himpunan S = {v1, v2, v3} bebas linier atau tidak bebas linier. 
Penyelesaian 
k1v1 + k2v2 + . . . + krvr  = 0  k1(2, 3, 1, –2)  + k2 (1, –4, 2, 2) + k3 (7, –6, 8, 4)  = (0, 0, 0, 0) 
[
2 1 7
3 −4 −6
1 2 8
−1 2 4
|
0 
0 
0 
 0 
]   [
1 2 8
3 −4 −6
2 1 7
−1 2 4
|
0 
0 
0 
 0 
]   [
1 2 8
0 −10 −30
0 −3 −9
0 4 12
|
0 
0 
0 
 0 
]   [
1 2 8
0 −10 −30
0 −3 −9
0 4 12
|
0 
0 
0 
 0 
] 
[
1 2 8
0 −10 −30
0 −3 −9
0 4 12
|
0 
0 
0 
 0 
]   [
1 2 8
0 1 3
0 1 3
0 1 3
|
0 
0 
0 
 0 
]   [
1 2 8
0 1 3
0 0 0
0 0 0
|
0 
0 
0 
 0 
] 
k2 + 3k3 = 0  k2 = –3k3 
k1 + 2k2 +  k3 = 0  k1 = –2k2 –  k3 = –3k3 –  k3 = –4k3 
Jika ditentukan k3 = t, maka k2 = –3t dan k1 = –4t 
Jadi himpunan S = {v1, v2, v3} adalah himpunan tidak bebas linier. 
 
Contoh 2.13 
 Tentukan apakah polinomial-polinomial  p1 = 1 + 3x, p2 = –2x + 4x2, p3 = 2+ 3x + 6x2 
membentuk himpunan bebas linier atau tidak bebas linier di P3. 
Penyelesaian 
 k1p1 + k2p2 + k3p3  = 0  k1(1 + x2) + k2(3 –2x + x2) + k3(4x + 5x2) = 0 
[
 1 0 2 
 3 −2 3 
 0 4 6 
|
 0
 0
 0
 ] [
 1 0 2 
 0 −2 −3 
 0 4 6 
|
 0
 0
 0
 ] [
 1 0 2 
 0 2 3 
 0 2 3 
|
 0
 0
 0
 ]   [
 1 0 2 
 0 2 3 
 0 0 0 
|
 0
 0
 0
 ] 
2k2 + 3k3 = 0  k2 = –3/2k3 
  k1 + 2k3 = 0  k1 = –2k3  
Jika ditentukan k3 = t, maka k2 = –3/2 t dan k1 = –2t 
Jadi himpunan S = {p1, p2, p3} adalah himpunan tidak bebas linier. 
 
Teorema 2.12 
Himpunan S yang terdiri dari dua vektor atau lebih dinyatakan: 
(a)  Tidak bebas linier jika dan hanya jika paling tidak salah satu dari vektor pada S 
dapat dinyatakan sebagai suatu kombinasi linier dari vektor-vektor lain pada S. 
 (b)  Bebas linier jika dan hanya jika tidak ada vektor pada S yang dapat dinyatakan 
sebagai suatu kombinasi linier dari vektor-vektor lain pada S. 
 
Teorema 2.13 
Himpunan S  yang terdiri dari dua vektor atau lebih dinyatakan: 
(a)  Suatu himpunan terhingga vektor-vektor yang mengandung vektor nol adalah 
tidak bebas linier. 
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 (b)  Suatu himpunan yang terdiri tepat dua vektor adalah bebas linier jika dan 
hanya jika salah satu vektor bukan merupakan kelipatan dari vektor lainnya. 
 
2.4.1 Interpretasi geometrik terhadap kebebasan linier 
Kebebasan linier dapat dijelaskan secara geometrik seperti Gambar 2.5 dan 
2.6. Dua buah vektor posisi, baik pada R2 maupun R3, dikatakan bebas linier 
jika kedua vektor posisi tersebut tidak terletak pada satu garis. Jika terletak 
pada satu garis maka dikatakan kedua vektor tersebut bebas linier. Tiga buah 
vektor posisi pada R3 dikatakan bebas linier jika setidak-tidaknya salah 
satunya tidak terletak pada bidang yang sama. Jika ketiga vektor terletak pada 
bidang yang sama maka dikatakan ketiga vektor tersebut tidak bebas linier. 
Gambar 2.5 memberikan gambaran tentang kebebasan linier dari dua buah 
vektor pada R3, sedangkan Gambar 2.6 gambaran kebebasan linier tiga buah 
vektor pada R3.  
 
 
 
 
 
 
 
   (a) Tidak bebas linier                  (b) Tidak bebas linier                   (c) Bebas linier 
 
Gambar 2.5 
Interpretasi Geometrik Kebebasan 
Linier Dua buah Vektor 
 
 Teorema 2.14 
Misal S = {v1, v2, . . . ,vr} adalah suatu himpunan pada Rn. Jika  r > n maka S tidak 
bebas linier. 
Contoh 2.14 
Tentukan apakah vektor-vektor berikut bebas linier atau tidak bebas linier. 
v1 = (1, 2, –1), v2 = (1, 0, 1), v3 = (3, 1, 1), v4 = (2, 2, 3) 
Penyelesaian 
Karena dapat ditulis dalam bentuk kombinasi linier –2v1 – 19v2 + 6v3 + 2v4 
= 0, maka  S = {v1, v2, v3, v4} tidak bebas linier (sesuai dengan teorema 4.14). 
 
2.4.2 Kebebasan Linier Fungsi 
Fungsi Bentuk Polinomial Pn 
Bentuk umum polinomial derajad n adalah a0 + a1x+a2x2 + . . . + anxn. Untuk 
menentukan apakah vektor-vektor p1, p2, . . . pn+1 bebas linier atau tidak, kita 
harus menyelesaikan persamaan linier homogen,  k1p1 + k2p2 + . . . + kn+1pn+1 = 
0 
y 
x 
z 
v
2
 
v
1
 
l 
y 
x 
z 
v
2
 
v
1
 
y 
x 
z 
v
2
 
v
1
 
l 
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Misal  p1 = c11 + c21 x + c31 x2 +. . . + cm1xn  
p2 = c12 + c22 x + c32 x2 +. . . + cm2xn 
⋮ 
Pn+1 = c1(n+1) + c2(n+1) x + c3(n+1) x2 +. . . + cm(n+1)xn 
 
Dalam bentuk matriks 
[
c11 c12 ⋯ c1(n+1)
c21 c22 ⋯ c2(n+1)
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
cm1 cm2 ⋯ cm(n+1)
] [
k1
k2
⋮
kn+1
] = [
 0 
 0 
 0 
 0 
] 
Penyelesaian matriks diatas akan menghasilkan nilai k1, k2, . . . , kn. 
 
Contoh 2.15 
Tentukan apakah vektor-vektor pada P2 berikut bebas linier atau tidak. 
(a)  p1 = p1(x) = x + 2,  p2 = p2(x) = x + 1,  p3= p3(x) = x2 – 1 
(b)  p1 = p1(x) = 1,  p2 = p2(x) = x2,  p3= p3(x) = x2 – 2 
Penyelesaian 
(a)   k1p1 + k2p2 + k3p3 = 0  k1 p1(x) + k2 p2(x) + k2 p3(x) = (0, 0, 0) 
k1(x + 2) + k2(x + 1) + k3(x2 – 1) = 0 + 0x + 0x2 
[
2 1 1
1 1 0
0 0 −1
|
0
0
0
] [
1 1 0
2 1 0
0 0 −1
|
0
0
0
] [
1 1 0
0 −1 0
0 0 −1
|
0
0
0
] [
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1
|
0
0
0
]  
[
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1
|
0
0
0
] [
1 0 0
0 1 0
0 0 1
|
0
0
0
] 
Didapat  k1 = k2 = k3 = 0.  
Jadi vektor-vektor p1(x) = x + 2,  p2(x) = x + 1,  p3(x) = x2 – 1 bebas linier. 
 
(b)   k1p1 + k2p2 + k3p3 = k1 p1(x)+ k2 p2(x)+ k3 p3(x) = (0, 0, 0) 
k1(1) + k2(x2) + k3(x2 – 2) = 0 + 0x + 0x2 
[
1 0 −2
0 0 0
0 1 1
|
0
0
0
] [
1 0 −2
0 1 1
0 0 0
|
0
0
0
] [
1 2 0
0 1 1
0 0 0
|
0
0
0
]   k2 = –k3  dan   k1 = –2k2 = 
2k3 
Didapat  k3 = t, k2 = –t ,  k2 = 2t. Jadi vektor-vektor p1(x) = 1,  p2(x) = x2,  
p3(x) = x2 – 2 bebas linier. 
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Latihan untuk pasal 2.4 
1. Tentukan apakah vektor-vektor berikut bebas linier atau tidak dalam R2.  
  (a) v1 = (3, 5),  v2 = (4, 7) 
  (b) v1 = (2, 4),  v2 = (3, 6) 
  (c) v1 = (–5, 2),  v2 = (1, –4), v3 = (3, 2) 
 
2. Tentukan apakah vektor-vektor berikut bebas linier atau tidak dalam R3.  
  (a) v1 = (4, 1, –3 ),  v2 = (3, 4, 6), v3 = (5, –5, 2) 
  (b) v1 = (2, 1, –2 ),  v2 = (3, 2, –2), v3 = (2, 2, 0) 
  (c) v1 = (3, 2, 4 ),     v2 = (1, 2, –1), v3 = (–4, 0, 1), v4 = (2, 2, 1) 
 
3. Manakah dari himpunan vektor-vektor di P2 berikut yang tidak bebas 
linier? 
   (a)  2 – x + 4x2,  6 + 6x + 2x2, 2 +10x – 4x2 
   (b)  3 + x + 2x2,  2 –  x + 5x2, 4  – 3x2 
   (c)  6 – x2,  1 + x + 4x2 
   (d)  1 + 3x + 3x2,  x + 4x2, 5 + 6x + 3x2 , 7 + 2x – x2 
 
4. Misal terdapat vektor-vektor posisi v1, v2, v3 pada R3. Tentukan apakah 
vektor-vektor   
     posisi v1, v2, v3 berikut terletak pada satu bidang atau tidak.  
  (a) v1 = (1, –2, 1) ),  v2 = (5, 1, 4), v3 = (2, –3, 3) 
  (b) v1 = (1, –2, 1),  v2 = (7, 0, 9), v3 = (2, 3, 3) 
  (c) v1 = (–4, 1, 2),  v2 = (3, 4, 0), v3 = (3, –1, 2), v3 = (5, 4, –4) 
 
2.5  Basis dan Dimensi 
Definisi 2.9 
Jika V adalah ruang vektor sembarang dan S = {v1, v2, . . . ,vn} adalah himpunan 
vektor-vektor pada V , maka S adalah basis untuk V jika S bebas linier dan 
merentang V.  
Untuk memastikan bahwa himpunan S bebas linier sekaligus merentang Rn, kita 
hanya perlu menentukan determinan K, yaitu  
 
det(𝐊) = |
v11 v12 ⋯ v1n
v21 v22 ⋯ v2n
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
vn1 vn2 ⋯ vnn
| 
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Himpunan S dikatakan bebas linier dan merentang Rn jika det (K)  0. Artinya, jika 
det (K)  0, maka S adalah basis untuk Rn.   
Contoh 2.17 
Misal v1 = (1, –1, 3), v2 = (2, 3, 5), dan v3 = (4, 1, 2). Tentukan apakah himpunan  
S = (v1, v2, v3) merupakan basis untuk R3. 
Penyelesaian 
 
𝐊 = [
1 2 4
−1 3 1
3 5 2
]                det(𝐊) = |
1 2 4
−1 3 1
3 5 2
| = −45 
 
Karena det(K)  0, maka S = {v1, v2, v3} merupakan basis untuk R3. 
Teorema 4.15 
Jika  S = {v1, v2, . . . ,vn} adalah suatu basis dari ruang vektor V, maka setiap vektor v 
pada V dapat dinyatakan dalam bentuk v = k1v1 +  k2v2 + . . . + knvn  dengan tepat satu 
cara.  
 
Koordinat-koordinat Relatif Terhadap Suatu Basis 
Jika  S = {v1, v2, . . . ,vn} adalah suatu basis dari ruang vektor V, dan v = k1v1 +  k2v2 + . . . 
+ knvn  adalah pernyataan untuk suatu vektor v dalam bentuk basis S, maka skalar-
skalar  k1, k2, . . . , kn pada Rn yang disusun dari koordinat-koordinat tersebut  adalah 
vektor koordinat v relatif terhadap S dan dinotasikan sebagai, 
(v)S = (k1, k2, . . . , kn) 
Contoh 2.18 
Diketahui vektor satuan standar i = (1, 0, 0),  j = (0, 1, 0),  k = (0, 0, 1) 
(a)  Buktikan bahwa S = {i, j, k} merupakan basis untuk R3.  
(b)  Tentukan koordinat v relatif terhadap S. 
Penyelesaian 
(a)  det (𝐊) =  |
1 0 0
0 1 0
0 0 1
| = 1 
Karena det (K)  0, maka terbukti bahwa S = {i, j, k} merupakan basis untuk R3. 
 
(b)  Himpunan S merentang R3 karena untuk vektor sembarang v = (a, b, c) pada R3 
dapat ditulis sebagai, v = (a, b, c) = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1) = ai + bj + ck 
Koordinat v relatif terhadap S adalah (v)S = (a, b, c) 
 
Definisi 2.10 
Dimensi dari ruang vektor V  yang berdimensi terhingga , dinotasikan dengan 
dim(V), didefinisikan sebagai banyaknya vektor-vektor pada suatu basis untuk V. 
Ruang vektor nol didefinisikan sebagai basis berdimensi nol. 
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Contoh 2.19 
Tentukan basis dan dimensi dari ruang solusi sistem homogen berikut. 
               x1 + 2x2 −   x3 + 2x4 −  x5  = 0
         −2x1 −   x2 +  2x3 −  x4 −  x5  = 0
            3x1 + 2x2  − 3x3 −  x4 +  x5  = 0
              x1 +     x2  −   x3  +  x4 − 4x5 = 0
 
Penyelesaian 
[
1 2 −1 2 −1
−2 −1 2 −1 −1 
3 2 −3 2 1
1 1 1 1 −4
| 
0
0
0
0
 ] [
 1 2 −1 2 −1
 0 3 0 3 −3 
 0 −4 0 −4 4 
 0 −1 2 −1 −3 
|
0 
0 
0 
0 
] 
[
 1 2 −1 2 −1
 0 1 0 1 −1 
 0 −1 0 −1 1 
 0 −1 2 −1 −3 
|
0 
0 
0 
0 
] [
 1 2 −1 2 −1
 0 1 0 1 −1 
 0 0 0 0 0 
 0 0 2 0 −4 
|
0 
0 
0 
0 
] 
[
 1 2 −1 2 −1
 0 1 0 1 −1 
 0 0 1 0 −2 
 0 0 0 0 0 
|
0 
0 
0 
0 
] 
Solusi umum 
x5 = s,  x4 = t  
x3 = 2x5 = 2s 
x2 = –x4 + x5 = –t + s 
x1 = –2x2 + x3 – 2x4 + x5 = 2t  – 2s + 2s – 2t + s = s  
Vektor-vektor solusi, 
[
 
 
 
 
x1
x2
x3
x4
x5]
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
s
−s + t
2s
t
s ]
 
 
 
 
= s
[
 
 
 
 
1
−1
2
0
1 ]
 
 
 
 
+ t
[
 
 
 
 
0
1
0
1
0]
 
 
 
 
 
Basis ruang solusi (1, –1, 2, 0, 1), (0, 1,0, 1,0) 
Dimensi 2  
 
Latihan untuk pasal 2.5 
1. Tentukan apakah vektor-vektor berikut membentuk basis untuk untuk R2.  
  (a) v1 = (3, 5),  v2 = (4, 7) 
  (b) v1 = (2, 4),  v2 = (3, 6) 
  (c) v1 = (–5, 2),  v2 = (1, –4), v3 = (3, 2) 
2. Tentukan apakah vektor-vektor berikut membentuk basis untuk untuk R3.  
  (a) v1 = (4, 1, –3 ),  v2 = (3, 4, 6), v3 = (5, –5, 2) 
  (b) v1 = (2, 1, –2 ),  v2 = (3, 2, –2), v3 = (2, 2, 0) 
  (c) v1 = (3, 2, 4 ),     v2 = (1, 2, –1), v3 = (–4, 0, 1), v4 = (2, 2, 1) 
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3. Manakah dari himpunan vektor-vektor berikut yang merupakan basis untuk 
P2? 
   (a)  2 – x + 4x2,  6 + 6x + 2x2, 2 +10x – 4x2 
   (b)  3 + x + 2x2,  2 –  x + 5x2, 4  – 3x2 
   (c)  6 – x2,  1 + x + 4x2 
   (d)  1 + 3x + 3x2,  x + 4x2, 5 + 6x + 3x2 , 7 + 2x – x2 
 
4. Tentukan vektor koordinat v relatif terhadap basis S = (v1, v2, v3 )   
  (a) v = (–3, 4, 1); v1 = (1, –2, 1),  v2 = (–1, 1, 4), v3 = (2, –3, 3) 
  (b) v = (8, 5, 8)  ; v1 = (4, –2, 1),  v2 = (2, 5, 1),    v3 = (2, 8, 3) 
 
5. Tentukan vektor koordinat p relatif terhadap basis S = (p1, p2, p3) 
(a)  p = 4 – 3 x + x2; p1 = 1; p2 = x; p3 = x2 
(b)  p = 2 – x + x2; p1 = 1 + x; p2 = 1 + x2; p3 = x + x2 
 
6. Tentukan basis dan dimensi untuk ruang solusi dari sistem berikut. 
(a)      x1 + x2 –   x3 = 0  
  –2x1 – x2 + 2x3 = 0 
    –  x1          + x3 = 0 
 
(b)    x1 + 3x2 + 2x3 –  x4 = 0  
  2x1 + 6x2 + 4x3 – 2x4 = 0 
 
(c)   2x1 + x2 + 3x3 = 0  
     x1        + 5x3 = 0 
           x2  +   x3 = 0 
 
2.6 Ruang Nul, Ruang Baris, dan Ruang Kolom 
2.6.1 Ruang Nul dari sebuah Matriks. 
Definisi 2.11 
Ruang nul atau basis untuk ruang nul dari matriks A, m x n, disimbolkan 
dengan N(A) adalah ruang solusi dari sistem persamaan linier homogen Ax = 
0. Ruang solusi tersebut adalah subruang Rn.  
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Teorema 2.16 
Operasi baris elementer tidak mengubah ruang nul suatu matriks 
 
Contoh 2.20 
Tentukan basis untuk ruang nul dari  
𝐀 = [
−1 1 1 2 −1 
1 2 3 −1 4
2 −1 −1 −5 2
|
 0 
 0 
 0 
] 
 
Penyelesaian 
[
−1 1 1 2 −1 
0 3 4 1 3
0 1 1 −1 0
|
 0 
 0 
 0 
] [
−1 1 1 2 −1 
0 3 4 1 3
0 0 1 4 3
|
 0 
 0 
 0 
] 
 
   x3 = –4x4 – 3x5   
   3x2 = –4x3 – x4 – 3x5 =16x4 + 12x5 – x4 – 3x5  = 15x4 + 9x5  
    x2 = 5x4 + 3x5 
     x1 = x2 + x3 +2x4 – x5 = 5x4 + 3x5 –4x4 – 3x5 +2x4 – x5 = 3x4 – x5 
Tentukan x4 = s ,  x5 = t   
Didapat     x1 = 3s – t,  x2 = 5s + 3t ,  x3 = –4s – 3t 
[
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5]
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 3𝑠 –  𝑡
5𝑠 +  3𝑡
– 4𝑠 –  3𝑡
𝑠
𝑡 ]
 
 
 
 
= 𝑠
[
 
 
 
 
3 
5
– 4
1
0 ]
 
 
 
 
+ 𝑡
[
 
 
 
 – 1
3
– 3
0
1 ]
 
 
 
 
   
N(A) adalah subruang dari R5 dengan basis  
  
{
 
 
 
 
[
 
 
 
 
3 
5
– 4
1
0 ]
 
 
 
 
,
[
 
 
 
 – 1
3
– 3
0
1 ]
 
 
 
 
}
 
 
 
 
 
 
2.6.2 Ruang Kolom dan Ruang Baris dari sebuah Matriks 
Definisi 2.12 
Matriks A, m x n,adalah sebagai berikut. 
𝐀 =
[
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛]
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Vektor-vektor  
𝐫1  = [  𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛 ]
𝐫2  = [  𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛 ]
⋮         ⋮        ⋮      ⋯      ⋮
𝐫𝑚 = [𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛]
 
pada Rn yang dibentuk dari baris-baris A disebut sebagai vektor baris dari A. 
Sedangkan vektor-vektor, 
𝐜1 =
[
 
 
 
 
𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1]
 
 
 
 
 ,   𝐜2 =
[
 
 
 
 
𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑚2]
 
 
 
 
 ,   ⋯ , 𝐜3 =
[
 
 
 
 
𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛]
 
 
 
 
 
pada Rn yang dibentuk dari kolom-kolom A disebut sebagai vektor kolom dari 
A. 
Definisi 2.13 
Jika matriks A adalah matriks  m x n, maka 
(a) Subruang Rn yang direntang oleh vektor-vektor baris dari A disebut ruang 
baris. 
(b) Subruang Rm  yang direntang oleh vektor-vektor kolom dari A disebut 
ruang kolom. 
Misal terdapat sistem persamaan linier berikut. 
𝑎11𝑥1  +  𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛  =  𝑏1
𝑎21𝑥1  +  𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛  =  𝑏2
      ⋮            ⋮          ⋯         ⋮            ⋮ 
 𝑎𝑚1𝑥1 +  𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚
                        (𝑖)     
 
Jika 𝐀 =
[
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛]
 
 
 
 
 ,   𝐱 =
[
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
⋮
 𝑥𝑛]
 
 
 
 
 , dan 𝐛 =
[
 
 
 
 
 
𝑏1
𝑏2
⋮
 𝑏𝑛]
 
 
 
 
 
 ,   
Maka sistem persamaan linier dapat ditulis dalam bentuk Ax = b 
 
Teorema 2.17 
Suatu sistem persamaan linier Ax = b adalah konsisten jika dan hanya jika b 
berada pada ruang kolom A. 
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Contoh 2.21 
Misal Ax = b adalah sistem persamaan linier   
[
1 −3 2
1 2 −3
2 1 −2
 |
𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [
 5 
5
6
] 
Tunjukkan bahwa b berada pada ruang kolom dari A, dan nyatakan b sebagai 
vektor-vektor pada kolom A. 
Penyelesaian 
[
1 −3 2
1 2 −3
2 1 −2
 |
5
5
6
] [
1 −3 2
0 5 −5
0 7 −6
 |
5
0
−4
]   [
1 −3 2
0 1 −1
0 0 1
 |
5
0
−4
]   [
1 0 0
0 1 0
0 0 1
 |
1
−4
−4
] 
x1 = 1,  x2 = –4,  x3 = –4 
Karena nilai x konsisten, berarti b berada pada ruang kolom dari A, dan dapat 
ditulis sebagai kombinasi linier dari vektor-vektor kolom, 
𝑥1 [
1
1
2
] + 𝑥2 [
−3
2
1
] + 𝑥3 [
2
−3
−2
] = [
5
5
6
]     [
1
1
2
] − 4 [
−3
2
1
] − 4 [
2
−3
−2
] = [
5
5
6
]  
 
Teorema 2.18 
Jika x0 menotasikan solusi tunggal sembarang dari suatu sistem linier 
konsisten Ax = b, v1, v2 , . . . , vk membentuk suatu basis untuk ruang nul dari A, 
yaitu ruang solusi dari sistem homogen Ax = 0, maka setiap solusi dari Ax = b 
dapat dinyatakan dalam bentuk, 
  x = x0 + c1v1 + c2v2 +. . .  + ck vk  
 
Solusi Umum dan Solusi Khusus 
Pernyataan x = x0 + c1v1 + c2v2 + . . . + ck vk  pada teorema 4.18 disebut solusi 
umum dari Ax = b.  Sedangkan pernyataan c1v1 + c2v2 + . . . + ck vk  adalah solusi 
umum dari Ax = 0. Vektor x0 disebut solusi khusus dari Ax = b. Jadi solusi 
umum dari Ax = b adalah jumlah solusi khusus dari Ax = b dan solusi umum 
dari Ax = 0.  
 
Contoh 2.22 
Tentukan solusi umum dan khusus dari sistem linier nonhomogen berikut. 
           x1 + 3x2 − 2x3                + 2x5                  = 0
           2x1 + 6x2 − 5x3  −   2x4 + 4x5  −  3 x6   = −1
                                   5x3  + 10x4              + 15x6 = 5
          2x1 + 6x2             +    8x4 + 4x5 +  18x6 = 6
 
Penyelesaian 
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[
 
 
 
 
 1 3 −2 0 2 0
 2 6 −5 −2 4 −3 
 0 0 5 10 0 15 
 2 6 0 8 4 18 
|
|
0
−1 
5
6 ]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 1 3 −2 0 2 0
 0 0 −1 −2 0 −3 
 0 0 5 10 0 15 
 0 0 4 8 0 18 
|
|
0
−1 
5
6 ]
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
 1 3 −2 0 2 0
 0 0 −1 −2 0 −3 
 0 0 5 10 0 15 
 0 0 4 8 0 18 
|
|
0
−1 
5
6 ]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 1 3 −2 0 2 0
 0 0 1 2 0 3 
 0 0 0 0 0 0 
 0 0 0 0 0 6 
|
|
0
1 
0
2]
 
 
 
 
 
   6x6 = 2  x6 = 1/3 
      x3 = –2x4 – 3x6 + 1 = –2x4 – 1 + 1 = –2x4  
 x1 = –3x2 + 2x3 – 2x5 =  –3x2 – 4x4 – 2x5 
Tentukan x5 = u ,  x4 = t,  x2 = s    
Didapat   x1 = –3s – 4t – 2u,   
x3 = –2t 
 
Solusi umum dari Ax = b adalah 
[
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6]
 
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
 
−3𝑠 − 4𝑡 − 2𝑢
𝑠
−2𝑡
𝑡
𝑢
1/3 ]
 
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
1/3]
 
 
 
 
 
+ 𝑠
[
 
 
 
 
 
−3
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
+ 𝑡
[
 
 
 
 
 
−4
0
−2
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
+ 𝑢
[
 
 
 
 
 
−2
0
0
0
1
0 ]
 
 
 
 
 
                                              
Sedangkan solusi khusus dari Ax = b adalah  
[
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
1/3]
 
 
 
 
 
 
Contoh 2.23 
Tentukan solusi umum dan khusus dari sistem linier homogen berikut. 
              x1 + 3x2 − 2x3                + 2x5                 = 0
           2x1 + 6x2 − 5x3  −   2x4 + 4x5  −  3 x6 = 0
                                   5x3  + 10x4              + 15x6 = 0
          2x1 + 6x2             +    8x4 + 4x5 +  18x6 = 0
 
Penyelesaian 
[
 
 
 
 
 1 3 −2 0 2 0
 2 6 −5 −2 4 −3 
 0 0 5 10 0 15 
 2 6 0 8 4 18 
|
|
0
0 
0
0]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 1 3 −2 0 2 0
 0 0 −1 −2 0 −3 
 0 0 5 10 0 15 
 0 0 4 8 0 18 
|
|
0
0 
0
0]
 
 
 
 
 
 
x
0
 x 
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[
 
 
 
 
 1 3 −2 0 2 0
 0 0 −1 −2 0 −3 
 0 0 5 10 0 15 
 0 0 4 8 0 18 
|
|
0
0 
0
0]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 1 3 −2 0 2 0
 0 0 1 2 0 3 
 0 0 0 0 0 0 
 0 0 0 0 0 6 
|
|
0
0 
0
0]
 
 
 
 
 
    x6 = 0,   x3 = –2x4 – 3x6 = –2x4 – 0 = –2x4  
 x1 = –3x2 + 2x3 – 2x5 =  –3x2 – 4x4 – 2x5 
Jika ditentukan x5 = u ,  x4 = t,  x2 = s, maka didapat   x1 = –3s – 4t – 2u, x3 = –2t 
Solusi umum dari Ax = b adalah   
[
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6]
 
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
 
−3𝑠 − 4𝑡 − 2𝑢
𝑠
−2𝑡
𝑡
𝑢
0 ]
 
 
 
 
 
= 𝑠
[
 
 
 
 
 
−3
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
+ 𝑡
[
 
 
 
 
 
−4
0
−2
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
+
𝑢
[
 
 
 
 
 
−2
0
0
0
1
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
Teorema 2.19 
Operasi baris elementer tidak mengubah ruang baris suatu matriks 
 
Teorema 2.20 
Jika A dan B adalah matriks-matriks yang ekivalen baris, maka: 
(a) Suatu himpunan vektor-vektor kolom dari A tertentu adalah bebas linier 
jika dan hanya jika vektor-vektor kolom yang bersesuaian dari B adalah 
bebas linier.  
(b)  Suatu himpunan vektor-vektor kolom dari A tertentu membentuk suatu 
basis untuk ruang kolom dari A jika dan hanya jika vektor-vektor kolom 
yang bersesuaian dari B membentuk suatu basis untuk ruang kolom dari B.  
 
Teorema 2.21 
Jika suatu matriks R berada dalam bentuk eselon baris, maka vektor-vektor 
baris dengan satu utama (lading one) membentuk suatu basis untuk ruang 
baris dari R, dan vektor-vektor kolom dengan satu utama dari vektor-vektor 
baris membentuk suatu basis untuk ruang kolom dari R. 
 
Contoh 2.24 
Dari matriks eselon baris berikut, tentukan basis untuk ruang baris dan ruang 
kolom 
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𝑹 = [
1 −2 5 0 3
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
] 
Penyelesaian 
Perhatikan teorema 4.21. Basis untuk ruang baris dari R adalah vektor-vektor 
𝐫1 = [1   − 2     5      0     3]
𝐫2 = [0       1      3      0     0]
𝐫3 = [0       0      0      1     0]
 
Basis untuk ruang kolom dari R adalah vektor-vektor 
𝐜1 = [
1
0
0
0
],          𝐜2 = [
−2
1
0
0
],        𝐜3 = [
0
0
1
0
] 
  
Teorema 2.22 
Jika A adalah matriks sembarang, maka ruang baris dan ruang kolom 
mempunyai dimensi yang sama. 
 
Latihan untuk pasal 2.6 
1.  Tunjukkan bahwa b berada pada ruang kolom dari A, dan nyatakan b 
sebagai  
      kombinasi liner dari vektor-vektor kolom A.  
(𝑎)  𝐀 = [
1 −3
2 3
] ;   𝐛 = [
3
15
] 
(𝑏)  𝐀 = [
2 −1 −4
3 4 3
1 5 2
] ;   𝐛 = [
6
−7
2
] 
 
2.  Misal x1 = 2, x2 = –2, x3 = 3, x4 = 1 adalah solusi sitem linier homogen Ax = b.  
      Sedangkan x1 = r, x2 = s,  x3 = 2r + t,  x4 = r – s +2t. 
(a) Tentukan bentuk vektor dari solusi umum untuk Ax = 0 
(b) Tentukan bentuk vektor dari solusi umum untuk Ax = b 
 
3.  Tentukan bentuk vektor dari solusi umum sistem linier Ax = b berikut.  
Selanjutnya gunakan hasil tersebut untuk menentukan bentuk vektor dari  
solusi umum unbtuk Ax = 0. 
    x1 – 2x2 + 3x3 + 2x4 =   1  
    –2x1 + 4x2 – 6x3 – 4x4 = –2 
      3x1 – 6x2 + 9x3 + 6x4 =   3  
      –x1 + 2x2 + 3x3 – 2x4 = –1 
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2.7 Rank dan Nulitas 
Definisi 2.14 
Jika terdapat suatu matriks A, maka rank dari matriks A, disimbolkan dengan 
rank(A), didefinisikan sebagai dimensi ruang baris atau ruang kolom dari matriks 
tersebut. Sedangkan nulitas matriks A, disimbolkan dengan nulitas (A), didefinisikan 
sebagai ruang nul. 
 
Contoh 2.25 
Pada contoh sebelumnya telah diketahui bahwa matriks 
𝐀 = [
1 0 3 −5 1 2
2 −1 5 −1 −2 3
−1 0 −3 5 −1 −2
−2 1 −5 1 6 1
] 
mempunyai bentuk eselon baris sebagai berikut 
[
1 0 3 −5 1 2
0 1 1 −9 4 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
] 
Karena ruang baris atau ruang kolom dari matriks tersebut sama dengan 3, maka 
rank(A) = 3. 
 
Contoh 2.26 
Tentukan nulitas dari (A), jika  
𝐀 = [ 
1 1 1 3 −2 5
1 1 0 2 0 1 
2 3 3 5 −5 10
] 
Penyelesaian 
[
 1 1 1 3 −2 5
 1 1 0 2 0 1 
 2 3 3 5 −5 10
|
 0
 0
 0
 ]   [
 1 1 1 3 −2 5
 0 0 −1 −1 2 −4 
 0 1 1 −1 −1 0
|
 0
 0
 0
 ] 
[
 1 1 1 3 −2 5
 0 1 1 −1 −1 0 
 0 0 −1 −1 2 −4
|
 0
 0
 0
 ]   [
 1 1 1 3 −2 5
 0 1 1 −1 −1 0 
 0 0 0 −2 1 −4
|
 0
 0
 0
 ]  
[
 1 1 1 3 −2 5
 0 1 1 −1 −1 0 
 0 0 0 1 −1/2 2
|
 0
 0
 0
 ] 
Didapat 𝑥4 =
1
2
𝑥5 − 2𝑥6; 𝑥2  = – 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 ;   𝑥1 = −𝑥2 − 𝑥3 − 3𝑥4 + 2𝑥5 − 5𝑥6  
Jika ditentukan 𝑥3 = 𝑠, 𝑥5 = 2𝑡, 𝑥6 = 𝑢,  maka 
𝑥1 = −2𝑡 + 3𝑢 
𝑥2 = −𝑠 + 3𝑡 − 2𝑢 
𝑥4 = 𝑡 − 2𝑢 
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Dalam bentuk vektor dapat ditulis menjadi, 
[
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6]
 
 
 
 
 
= 𝑠
[
 
 
 
 
 
0
−1
1
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
+ 𝑡
[
 
 
 
 
 
−2
3
0
1
2
0 ]
 
 
 
 
 
+ 𝑢
[
 
 
 
 
 
3
−2
0
−2
0
1 ]
 
 
 
 
 
 
  
Teorema 2.23 
Jika A adalah matriks sembarang, maka rank (A) = rank (A)T. 
 
Teorema 2.24 
Jika A adalah matriks dengan n kolom , maka rank (A) + nulitas (A) = n 
 
Teorema 2.25 
Jika A adalah matriks n x n, maka: 
(a) rank (A) = banyaknya variabel utama pada solusi Ax = 0 
(b) nulitas (A) = banyaknya parameter pada solusi umum Ax = 0 
 
Contoh 2.26 
Jika A adalah suatu matriks 5 x 8 yang mempunyai rank 3,  tentukan banyaknya 
parameter pada solusi umum dari Ax = 0. 
 
Penyelesaian 
Dari teorema 2.24 dan 2.25b didapat, 
Banyaknya parameter pada solusi umum  Ax = 0  adalah 
 Jumlah kolom – rank (A) = 8 – 3 = 5  
  
Rank maksimum suatu matriks 
Jika A adalah matriks m x n, maka rank maksimum adalah nilai yang lebih kecil 
antara baris dan kolom matriks tersebut, atau  
  rank(A)  min (m, n) 
 
Contoh 2.26 
Jika A adalah suatu matriks 5 x 8, maka rank (A) paling banyak adalah 5. 
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Teorema 2.26 
Jika Ax = b adalah suatu sistem persamaan linier yang terdiri dari m persamaan 
dengan n faktor yang tidak diketahui, maka pernyataan-pernyataan berikut ini 
adalah ekivalen.  
(a) Ax = b adalah konsisten 
(b) b berada pada ruang kolom dari A. 
(c) Matriks koefisien A dan matriks yang diperluas [A|b] memiliki rank yang sama. 
 
Teorema 2.27 
Jika Ax = b adalah suatu sistem persamaan linier yang terdiri dari m persamaan 
dengan n faktor yang tidak diketahui, maka pernyataan-pernyataan berikut ini 
adalah ekivalen.  
(a) Ax = b adalah konsisten untuk setiap matriks b, m x 1. 
(b) Vektor-vektor kolom dari A merentang Rm. 
(c) rank (A) = m. 
Suatu sistem persamaan linier yang mengandung persamaan lebih banyak jika 
dibandingkan dengan faktor yang tidak diketahui disebut sistem linier 
overdetermined.  Misal terdapat sistem linier overdetermined Ax = b yang terdiri 
dari m persamaan dengan n faktor yang tidak diketahui, maka vektor-vektor kolom 
dari A tidak dapat merentang Rm. 
 
Contoh 2.27 
Sistem linier 
𝑥1 − 2𝑥2 = 𝑏1
𝑥1 −   𝑥2 = 𝑏2
𝑥1 +  𝑥2 = 𝑏3
𝑥1 + 2𝑥2 = 𝑏4
𝑥1 + 3𝑥2 = 𝑏5
 
adalah overdetermined, sehingga sistem ini tidak konsisten untuk semua nilai b1, b2, 
b3, b4, dan b5 yang mungkin. Jika ditulis dalam bentuk matriks yang siperluas, mak 
bentuk matriks dari sistem linier diatas adalah, 
[
 
 
 
 
 1 −2 
 1 −1 
 1 1
 1 2
 1 3
|
|
 𝑏1 
 𝑏2 
 𝑏3 
 𝑏4 
 𝑏5 ]
 
 
 
 
 
Dengan melakukan operasi baris elementer dari matriks diatas, didapat matriks 
dalam bentuk eselon baris,  
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[
 
 
 
 
 1 0 
 0 1 
 0 0
 0 0
 0 0
|
|
 2𝑏2 − 𝑏1 
 𝑏2 − 𝑏1 
  𝑏3 − 3𝑏2 + 2𝑏1 
  𝑏4 − 4𝑏2 + 3𝑏1 
  𝑏5 − 5𝑏2 + 4𝑏1 ]
 
 
 
 
 
Jadi sistem linier diatas hanya konsisten jika  
2𝑏1 − 3𝑏2 + 𝑏3 = 0
3𝑏1 − 4𝑏2 + 𝑏4 = 0
4𝑏1 − 5𝑏2 + 𝑏5 = 0
 
Jika diselesaikan didapat, 
b1 = 5r – 4s,   b2 = 4r – 3s,   b3 = 2r – s,   b4 = r,   b5 = s   
 
Teorema 2.28 
Jika Ax = b adalah suatu sistem linier konsisten yang terdiri dari m persamaan 
dengan n faktor yang tidak diketahui, dan jika A memiliki rank r , maka solusi umum 
dari sistem tersebut terdiri dari n – r parameter. 
 
Contoh 2.28 
Jika A adalah suatu matriks 5 x 8 yang mempunyai rank 3,  dan jika Ax = 0 adalah 
suatu sistem linier konsisten, maka solusi umum dari sistem tersebut terdiri dari 8 – 
3 = 5 parameter. 
 
Teorema 2.29 
Jika A adalah matriks m x n, maka pernyataan-pernyataan berikut adalah ekivalen.  
(a) Ax = 0 hanya memiliki solusi trivial. 
(b) Vektor-vektor kolom A bebas linier. 
(c) Ax = b memiliki paling banyak satu solusi untuk setiap matriks b, m x 1. 
 
Latihan untuk pasal 2.7 
  1.  Tentukan rank dan nulitas dari matriks berikut.  
(𝑎)  𝐀 = [
1 −1 6
4 3 3
2 −5 3
] ;   (𝑏)  𝐀 = [
1 −2 3 −5
2 −4 5 −6
−3 6 7 −7
]  
(𝑐)  𝐀 = [
1 −4 1 2 3
3 −12 4 5 11
2 −8 2 4 6
1 −4 4 −3 4
]    
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BAB 3 
RUANG HASILKALI DALAM 
 
3.1 Hasilkali Dalam 
Pada pasal 1.8 telah dibahas perkalian dua buah vektor. Jika terdapat dua buah 
vektor u dan v, maka  hasilkali dalam disimbolkan dengan u . v.  Pada bab 3 akan 
dibahas hasilkali dalam yang lebih umum dengan menggunakan notasi alternatif, 
yaitu 〈𝐮, 𝐯〉. 
 
Definisi 3.1 
Hasilkali dalam (inner product) pada sebuah ruang vektor real V adalah sebuah 
fungsi yang mengasosiasikan sebuah bilangan real 〈𝐮, 𝐯〉 dengan sepasang vektor u 
dan v di dalam V sedemikian rupa sehingga aksioma-aksioma berikut terpenuhi bagi 
semua vektor u, v, dan w di dalam V dan semua bilangan skalar k, sesuai dengan 
teorema 1.4 tentang sift-sifat hsilkali titik.    
Sebuah ruang vektor real yang memiliki sebuah hasilkali dalam disebut ruang 
hasilkali dalam real (real inner product space). 
 
Contoh 3.1 
Jika u = (u1, u2, . . . , un), v = (v1, v2, . . . , vn), dan w = (w1, w2, . . . , wn), adalah vektor-
vektor pada Rn. Buktikan bahwa hasilkali dalam Euclidean yang didefinisikan 
sebagai, 
〈𝐮, 𝐯〉 = 𝐮. 𝐯 = 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2+ . . . +𝑢𝑛𝑣𝑛  memenuhi aksioma hasilkali dalam. 
Penyelesaian 
〈𝐮, 𝐯〉 = 𝐮. 𝐯 = 𝑢1𝑣1 + 𝑢1𝑣1+ . . . +𝑢𝑛𝑣𝑛 = 𝑣1𝑢1 + 𝑣2𝑢2+ . . . + 𝑣𝑛𝑢𝑛 = 〈𝐯, 𝐮〉 
(aksioma 1) 
〈𝐮 + 𝐯,𝐰〉 = (𝑢1+𝑣1)𝑤1 + (𝑢2 + 𝑣2)𝑤2+ . . . + (𝑢𝑛+𝑣𝑛)𝑤𝑛 
= 𝑢1𝑤1 + 𝑣1𝑤1 + 𝑢2𝑤2 + 𝑣2𝑤2+ . . . + 𝑢𝑛𝑤𝑛 + 𝑣𝑛𝑤𝑛 
= 𝑢1𝑤1 + 𝑢2𝑤2+ . . . + 𝑢𝑛𝑤𝑛 + 𝑣1𝑤1 + 𝑣2𝑤2+ . . . + 𝑣𝑛𝑤𝑛 
= 〈𝐮,𝐰〉 + 〈𝐯,𝐰〉      (aksioma 2) 
〈𝑘𝐮, 𝐯〉  = 𝑘𝑢1𝑣1 + 𝑘𝑢1𝑣1+ . . . + 𝑘𝑢𝑛𝑣𝑛 
= 𝑘(𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2+ . . . + 𝑢𝑛𝑣𝑛) = 𝑘〈𝐮, 𝐯〉     (aksioma 3) 
〈𝐯, 𝐯〉  =  𝑣1𝑣1 + 𝑣2𝑣2+ . . . + 𝑣𝑛𝑣𝑛 =  𝑣1
2 + 𝑣2
2+. . . + 𝑣𝑛
2 
𝑣1
2 + 𝑣2
2+. . . + 𝑣𝑛
2 > 0  
𝑣1
2 + 𝑣2
2+. . . + 𝑣𝑛
2 = 0 jika dan hanya jika 𝐯 = (𝑣1, 𝑣2) = 𝟎 (teorema 
4) 
 
Contoh 3.2 
Jika u = (u1, u2, . . . , un), v = (v1, v2, . . . , vn), dan w = (w1, w2, . . . , wn) adalah vektor-
vektor pada Rn dan  f1, f2, . . . ,  fn  adalah bilangan –bilangan real positif sebagai nilai 
bobot.  
Buktikan bahwa hasilkali dalam Euclidean berbobot yang didefinisikan sebagai, 
〈𝐮, 𝐯〉 = 𝑓1𝑢1𝑣1 + 𝑓2𝑢2𝑣2+ . . . + 𝑓𝑛𝑢𝑛𝑣𝑛  
memenuhi aksioma hasilkali dalam. 
 
Penyelesaian 
〈𝐮, 𝐯〉 = 𝑓1𝑢1𝑣1 + 𝑓2𝑢2𝑣2+ . . . + 𝑓𝑛𝑢𝑛𝑣𝑛  = 𝑓1𝑣1𝑢1 + 𝑓2𝑣2𝑢2+ . . . + 𝑓𝑛𝑣𝑛𝑢𝑛      
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= 〈𝐯, 𝐮〉    (aksioma 1) 
〈𝐮 + 𝐯,𝐰〉 = 𝑓1(𝑢1 + 𝑣1)𝑤1 + 𝑓2(𝑢2 + 𝑣2)𝑤2 +⋯+ 𝑓𝑛(𝑢𝑛 + 𝑣𝑛)𝑤𝑛 
= 𝑓1𝑢1𝑤1 + 𝑓1𝑣1𝑤1 + 𝑓2𝑢2𝑤2 + 𝑓2𝑣2𝑤2 +⋯+ 𝑓𝑛𝑢𝑛𝑤𝑛 + 𝑓𝑛𝑣𝑛𝑤𝑛 
= 𝑓1𝑢1𝑤1 + 𝑓1𝑣1𝑤1 +⋯+ 𝑓𝑛𝑢𝑛𝑤𝑛 + 𝑓1𝑣1𝑤1 + 𝑓2𝑣2𝑤2 +⋯+ 𝑓𝑛𝑣𝑛𝑤𝑛 
= 〈𝐮,𝐰〉 + 〈𝐯,𝐰〉   (aksioma 2) 
〈𝑘𝐮, 𝐯〉  = 𝑘𝑓1𝑢1𝑣1 + 𝑘𝑓2𝑢2𝑣2+ . . . + 𝑘𝑓𝑛𝑢𝑛𝑣𝑛 
      = 𝑘(𝑓1𝑢1𝑣1 + 𝑓2𝑢2𝑣2+ . . . + 𝑓𝑛𝑢𝑛𝑣𝑛) = 𝑘〈𝐮, 𝐯〉  (aksioma 3) 
〈𝐯, 𝐯〉  =  𝑓1𝑣1𝑣1 + 𝑓2𝑣2𝑣2+ . . . + 𝑓𝑛𝑣𝑛𝑣𝑛 =  𝑓1𝑣1
2 + 𝑓2𝑣2
2+. . . + 𝑓𝑛𝑣𝑛
2 
Karena f1, f2, . . . ,  fn  adalah bilangan –bilangan real positif, maka  𝑣1
2 +
𝑣2
2+. . . + 𝑣𝑛
2  0  
𝑣1
2 + 𝑣2
2+. . . + 𝑣𝑛
2 = 0 jika dan hanya jika 𝐯 = (𝑣1, 𝑣2) = 𝟎 (aksioma 
4) 
 
 
3.1.1 Panjang dan jarak di dalam Ruang Hasilkali dalam 
Hasilkali dalam juga dapat digunakan untuk memperkenalkan konsep panjang 
dan jarak di dalam ruang hasilkali dalam sesuai yang dijelaskan pada definisi 
berikut. 
 
Definisi 3.2 
Jika V adalah sebuah ruang hasilkali dalam maka norma (norm), disebut juga 
panjang (length), sebuah vektor u di dalam V dinotasikan dengan ||u|| dan 
didefinisikan sebagai, 
 ‖𝐮‖ = 〈𝐮, 𝐮〉1/2 
Jarak (distance) antara dua buah titik atau titik ujung vektor u dan v 
dinotasikan dengan  d(u, v) dan didefinisikan sebagai, 
𝑑(𝐮, 𝐯) = ‖𝐮 − 𝐯‖ 
 
Contoh 3.3 
Jika u = (u1, u2, . . . , un), dan v = (v1, v2, . . . , vn) adalah vektor-vektor pada Rn 
yang memiliki haslkali dalam Euclidean, maka 
‖𝐮‖ = 〈𝐮, 𝐮〉1/2 = (𝐮. 𝐮)𝟏/𝟐 = √𝑢12 + 𝑢22 +⋯+ 𝑢𝑛2 
 
𝑑(𝐮, 𝐯) = ‖𝐮 − 𝐯‖ = 〈𝐮 − 𝐯, 𝐮 − 𝐯〉1/2 = [(𝐮 − 𝐯). (𝐮 − 𝐯)]1/2 
= √(𝑢1 − 𝑣1)𝟐 + (𝑢2 − 𝑣2)𝟐 +⋯+ (𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)𝟐 
 
Contoh 3.4 
Jika u = (1, 3, 2), dan v = (2, –4, 5) adalah vektor-vektor pada R3 yang memiliki 
haslkali dalam Euclidean berbobot  〈𝐮, 𝐯〉 = 5𝑢1𝑣1 + 3𝑢2𝑣2 + 2𝑢3𝑣3 , tentukan 
||u||, ||v||, dan d(u, v). 
Penyelesaian  
‖𝐮‖ = 〈𝐮, 𝐮〉1/2 = [5(1)2 + 3(3)2 + 2(2)2]1/2 = 2√10 
‖𝐯‖ = 〈𝐯, 𝐯〉1/2 = [5(2)2 + 3(−4)2 + 2(5)2]1/2 = √118 
𝑑(𝐮, 𝐯) = ‖𝐮 − 𝐯‖ = 〈𝐮 − 𝐯, 𝐮 − 𝐯〉1/2 = [(𝐮 − 𝐯). (𝐮 − 𝐯)]1/2 
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= √(𝑢1 − 𝑣1)𝟐 + (𝑢2 − 𝑣2)𝟐 + (𝑢3 − 𝑣3)𝟐 
= √(1 − 2)𝟐 + (3 − (−4))𝟐 + (2 − 5)𝟐 = √1 + 49 + 9 = √59 
 
3.1.2 Lingkaran dan Bola Satuan di dalam Ruang Hasilkali Dalam 
Jika V adalah ruang hasilkali dalam, maka sekumpulan titik-titik pada V yang 
memenuhi, 
||u||=1 disebut sebagai bola satuan (unit sphere) atau lingkaran satuan(unit 
circle) pada V.  Jarak titik-titik ini terhadap titik asal pada R2 maupun R3 adalah 
1 satuan. 
 
Contoh 3.5 
Gambarkan lingkaran satuan pada sebuah koordinat xy di dalam R2 dengan 
menggunakan hasilkali dalam Euclidean, 
 (𝑎) 〈𝐮, 𝐯〉 = 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2                               (𝑏)  〈𝒖, 𝒗〉 =
1
9
𝑢1𝑣1 +
1
4
𝑢2𝑣2   
 
Penyelesaian  
(𝑎) Jika 𝐮 = (𝑥, 𝑦),maka  ‖𝐮‖ = 〈𝐮, 𝐮〉𝟏/𝟐 = √𝑥2 + 𝑦2 = 1  𝑥2 + 𝑦2 = 1 
 
 
 
 
 
 
(𝑏)  Jika 𝐮 = (𝑥, 𝑦),maka  ‖𝐮‖ = 〈𝐮, 𝐮〉𝟏/𝟐 = √
1
9
𝑥2 +
1
4
𝑦2 = 1  
1
9
𝑥2 +
1
4
𝑦2
= 1 
 
 
 
 
 
  
   
 
Gambar 3.1 
    Lingkaran satuan 
 
3.1.3  Hasilkali Dalam yang Dihasilkan oleh Matriks 
Misal u dan v adalah vektor-vektor pada Rn  yang dinyatakan sebagai matriks 
n x 1, dan A adalah sebuah matriks n x n yang dapat dibalik (invertible).   
𝐮 = [
𝑢1
𝑢2
⋮
𝑢𝑛
]          dan      𝐯 = [
𝑣1
𝑣2
⋮
𝑣𝑛
] 
 
1 
||u|| = 1 
x 
y 
||u|| = 1 
x 
y 
2 
3 
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Jika u . v adalah sebuah hasilkali dalam Euclidean pada Rn, maka rumus, 
〈𝐮, 𝐯〉 = 𝐀𝐮 . 𝐀𝐯                  (i) 
mendefinisikan sebuah hasilkali dalam dan disebut sebagai hasilkali dalam 
pada Rn yang dihasilkan oleh A (inner product on Rn generated by A). Bentuk 
alternatif dari (i) adalah 
〈𝐮, 𝐯〉 = (𝐀𝐮)T 𝐀𝐯             (ii) 
atau 
〈𝐮, 𝐯〉 = 𝐯T𝐀T 𝐀𝐮              (iii) 
 3.1.4  Hasilkali Dalam Dua Buah Matriks n x n 
Misal terdapat matriks U dan V,  n x n, sebagai berikut. 
𝐔 = [
𝑢11 𝑢12 ⋯ 𝑢1𝑛
𝑢21 𝑢22 ⋯ 𝑢2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑢𝑛1 𝑢𝑛2 ⋯ 𝑢𝑛𝑛
] ,       𝐕 = [
𝑣11 𝑣12 ⋯ 𝑣1𝑛
𝑣21 𝑣22 ⋯ 𝑣2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑣𝑛1 𝑣𝑛2 ⋯ 𝑣𝑛𝑛
] 
 
Hasilkali dalam didefinisikan sebagai, 
〈𝐔, 𝐕〉 = 𝐭𝐫(𝐔T𝐕) = 𝐭𝐫(𝐕T𝐔)
= tr
(
 [
𝑢11 𝑢12 ⋯ 𝑢1𝑛
𝑢21 𝑢22 ⋯ 𝑢2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑢𝑛1 𝑢𝑛2 ⋯ 𝑢𝑛𝑛
]
T
[
𝑣11 𝑣12 ⋯ 𝑣1𝑛
𝑣21 𝑣22 ⋯ 𝑣2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑣𝑛1 𝑣𝑛2 ⋯ 𝑣𝑛𝑛
]
)
  
 
= tr([
𝑢11 𝑢21 ⋯ 𝑢𝑛1
𝑢12 𝑢22 ⋯ 𝑢𝑛2
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑢1𝑛 𝑢2𝑛 ⋯ 𝑢𝑛𝑛
] [
𝑣11 𝑣12 ⋯ 𝑣1𝑛
𝑣21 𝑣22 ⋯ 𝑣2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑣𝑛1 𝑣𝑛2 ⋯ 𝑣𝑛𝑛
]) 
  = 𝑢11𝑣11 + 𝑢22𝑣22 +⋯+ 𝑢𝑛𝑛𝑣𝑛𝑛 
 
Contoh 3.6 
Tentukan hasilkali dalam dari matriks U dan V, 3 x 3 seperti dibawah ini, dan 
norma U relatif terhadap hasilkali dalam U dan V. 
𝐔 = [
1 −2 4
2 5 1
−1 3 3
] , 𝐕 = [
4 1 −3
1 2 2
3 −5 1
] 
 
Penyelesaian  
〈𝐔, 𝐕〉 = 𝐭𝐫(𝐔T𝐕) = 𝐭𝐫(𝐕T𝐔) = 𝑢11𝑣11 + 𝑢22𝑣22 +⋯+ 𝑢𝑛𝑛𝑣𝑛𝑛 
    𝑢11𝑣11 + 𝑢21𝑣21 + 𝑢31𝑣31 + 𝑢12𝑣12 + 𝑢22𝑣22 + 𝑢32𝑣32 + 𝑢13𝑣13
+ 𝑢23𝑣23 + 𝑢33𝑣33 
= (1)(4) + (2)(1) + (−1)(3) + (−2)(1) + (5)(2) + 
(3)(−5) + (4)(−3) + (1)(2) + (3)(1) 
= 4 + 2 – 3 – 2 + 10 – 15 – 12 + 2 + 3 = 21 – 32 = – 11  
 
‖𝐔‖ = 〈𝐔, 𝐔〉1/2 
 = √u112 + u122 + u132 + u212 + u222 + u232 + u312 + u322 + u332 
 = √12 + (−2)2 + 42 + 22 + 52 + 12 + (−1)2 + 32 + 32 = √70 
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3.1.5 Hasilkali Dalam Polinomial Derajad n 
Misal terdapat vektor p dan q sembarang pada Pn sebagai berikut, 
𝐩 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛       dan       𝐪 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 +⋯+ 𝑏𝑥𝑛 
 
Hasilkali dalam didefinisikan sebagai, 
 〈𝐩, 𝐪〉 = 𝑎0𝑏0 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 
 
Norma p relatif terhadap hasilkali dalam adalah 
‖𝐩‖ = 〈𝐩, 𝐩〉1/2 = √𝑎02 + 𝑎12 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛2 
3.1.6 Hasilkali Dalam Fungsi Kontinu pada Interval [a, b] 
Misal f = f(x) dan g = g(x) adalah dua buah fungsi kontinu pada interval 
tertutup [a, b], disimbolkan dengan C[a, b]. 
Hasilkali dalam didefinisikan sebagai,  〈𝐟, 𝐠〉 = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
𝒃
𝒂
 
Norma sebuah fungsi f = f(x) relatif terhadap hasilkali dalam adalah 
‖𝐟‖ = 〈𝐟, 𝐟〉1/2 = √∫𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝒃
𝒂
 
 
Teorema 3.1 
Sifat-sifat Hasilkali Dalam 
Jika u, v, dan w addalah vektor-vektor di dalam sebuah ruang hasilkali dalam 
real, dan k adalah skalar sembarang, maka: 
(𝑎) 〈𝟎, 𝐯〉 = 〈𝐯, 𝟎〉 = 𝟎                                               (𝑑) 〈𝐮 − 𝐯,𝐰〉 = 〈𝐮,𝐰〉 − 〈𝐯,𝐰〉 
(𝑏) 〈𝐮, 𝐯 + 𝐰〉 = 〈𝐮, 𝐯 〉 + 〈𝐮,𝐰〉                             (𝑒) 〈𝐮, 𝐯 −  𝐰〉 = 〈𝐮, 𝐯〉 − 〈𝐮,𝐰〉 
(𝑐) 〈𝐮, 𝑘𝐯〉 = 𝑘〈𝐮, 𝐯 〉 
 
Contoh 3.7 
Hasilkali dalam dari 〈2𝐮 − 3𝐯, 5𝐮 + 4𝐯〉 = 〈2𝐮 − 3𝐯, 5𝐮〉 + 〈2𝐮 − 3𝐯, 4𝐯〉 
  = 〈2𝐮, 5𝐮〉 − 〈3𝐯, 5𝐮〉 + 〈2𝐮, 4𝐯〉 − 〈3𝐯, 4𝐯〉 
  = 10〈𝐮, 𝐮〉 − 15〈𝐯, 𝐮〉 + 8〈𝐮, 𝐯〉 − 12〈𝐯, 𝐯〉
= 10‖𝐮‖2 − 7〈𝐮, 𝐯〉 − 12‖𝐯‖2 
 
Latihan untuk pasal 3.1 
 
1.  Hitunglah 〈𝐮, 𝐯〉 jika, 
(𝑎) 𝐮 = [
1 4
−2 3
]  ,    𝐯 = [
5 2
3 −1
] 
 
(𝑏) 𝐮 = [
2 2 −5
3 −1 2
4 3 −5
]  ,    𝐯 = [
5 4 3
2 −4 1
3 −1 2
] 
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2.  Hitunglah 〈𝐮, 𝐯〉 jika, 
(a) p = 3 + 2x – 4x2                 ;    q =   –3x + x2     
(b) p = 3 + 2x – 4x2 + 5x3     ;    q = –2 + 4x +2 x2 – x3  
 
3.  Tunjukkan bahwa 
 (𝑎) 〈𝐮, 𝐯〉 = 9𝑢1𝑣1 + 4𝑢2𝑣2 adalah hasilkali dalam pada R2 yang dihasilkan  
oleh 
𝐀 = [
3 0
0 2
] 
 (𝑏) 〈𝐮, 𝐯〉 = 5𝑢1𝑣1 − 𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1 + 10𝑢2𝑣2 adalah hasilkali dalam pada R2  
yang dihasilkan oleh  
𝐀 = [
2 1
−1 3
] 
 
4. Misal u = (u1, u2, u3) dan v = (v1, v2, v3). Tentukan mana diantara 
persamaan-persamaan berikut yang merupakan hasilkali dalam pada R3. 
Untuk persamaan-persamaan yang bukan merupakan hasilkali dalam, 
tentukan aksioma-aksioma yang tidak berlaku.   
(𝑎) 〈𝐮, 𝐯〉 = 9𝑢1𝑣1 + 4𝑢2𝑣2                              (𝑐)  〈𝐮, 𝐯〉
= 2𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 4𝑢3𝑣3 
(𝑏) 〈𝐮, 𝐯〉 = 𝑢1
2𝑣1
2 + 𝑢2
2𝑣2
2 + 𝑢3
2𝑣3
2        (𝑑)  〈𝐮, 𝐯〉
= 𝑢1𝑣1 − 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 
 
5. Pada setiap bagian di bawah ini, gunakan hasilkali dalam pada Rn yang 
telah ditetapkan untuk menentukan ||w||, dimana w = ( –1, 3) 
(a) Hasilkali dlam Euclidean. 
(b) Hasilkali dalam Euclidean berbobot    
〈𝐮, 𝐯〉 = 3𝑢1𝑣1 + 2𝑢2𝑣2, dimana 𝐮  (𝑢1, 𝑢2).  
(c) Hasilkali dalam yang dihsilkan oleh matriks, 
𝐀 = [
1 2
−1 3
]  
 
3.2 Sudut dan Ortogonalitas di dalam Ruang Hasilkali Dalam 
3.2.1  Ketidaksamaan Cauchy-Schwarz 
Pada pasal  terdahulu telah dibahas bahwa jika u dan v adalah vektor-
vektor taknol di dalam R2 atau R3 dan  adalah sudut yang diapit 
keduanya, maka  
𝐮 . 𝐯 =  ||𝐮||||𝐯||cos       atau     cos  =
𝐮. 𝐯
‖𝐮‖ ‖𝐯‖
             (𝑖)  
 
Karena 〈𝐮, 𝐯〉 = 𝐮. 𝐯,maka  cos  =
〈𝐮, 𝐯〉
‖𝐮‖ ‖𝐯‖
                             (𝑖𝑖) 
Nilai − 1  cos  1   atau  |cos | 1, sehingga  
〈𝐮, 𝐯〉
‖𝐮‖ ‖𝐯‖
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harus memenuhi, |
〈𝐮, 𝐯〉
‖𝐮‖ ‖𝐯‖
|1 
 
Teorema 3.2 
Ketidaksamaan Cauchy-Schwarz 
Jika u dan v adalah vektor-vektor di dalam sebuah ruang hasilkali dalam real, 
maka 
|〈𝐮, 𝐯〉| ‖𝐮‖ ‖𝐯‖ 
 
Teorema 3.3 
Sifat-sifat Panjang 
Jika u dan v adalah vektor-vektor di dalam sebuah ruang hasilkali dalam V, 
dan jika k adalah skalar sembarang, maka 
 
(𝑎) ‖𝐮‖   0                         (𝑏) ‖𝐮‖ = 0 jika dan hanya jika 𝐮 = 𝟎                
(𝑐)  =  |𝑘|‖𝐮‖                     (𝑑) ‖𝐮 + 𝐯‖  ‖𝐮‖ + ‖𝐯‖   (ketidaksamaan segitiga) 
 
 
Teorema 3.4 
Sifat-sifat Jarak 
Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor di dalam sebuah ruang hasilkali dalam V 
, dan jika k adalah skalar sembarang, maka 
 
(𝑎) 𝑑(𝐮, 𝐯)  0          (𝑏)  𝑑(𝐮, 𝐯) = 0 jika dan hanya jika 𝐮 = 𝐯                
(𝑐) 𝑑(𝐮, 𝐯) 𝑑(𝐯, 𝐮)   (𝑑) 𝑑(𝐮, 𝐯)  𝑑(𝐮,𝐰 + 𝑑(𝐰, 𝐯)   (ketidaksamaan segitiga) 
 
 
3.2.2  Sudut diantara Dua Vektor 
Jika u dan v adalah vektor-vektor taknol di dalam R2 atau R3 , maka besar 
sudut   yang diapit oleh kedua vektor tersebut adalah, 
 = cos−1 (
〈𝐮, 𝐯〉
‖𝐮‖ ‖𝐯‖
) 
 
3.2.3  Ortogonalitas 
Dua buah vektor yang saling tegak lurus disebut sebagai vektor-vektor 
orthogonal. Hasilkali dalam dua buah vektor yang orthogonal sama dengan 
nol. 
 
Definisi 3.1 
Dua buah vektor u dan v di dalam sebuah ruang hasilkali dalam dikatakan 
orthogonal jika 〈𝐮, 𝐯〉 = 0 
 
Contoh 3.8 
Tentukan, apakah kedua vektor berikut orthogonal atau tidak. 
(a) u = (2,  –6, 5),  v = (4, 3, 2) 
(b) u = (4, 1, 3),  v = (3, 5, –6) 
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Penyelesaian 
(𝑎) 〈𝐮, 𝐯〉 = (2)(4) + (−6)(3) + (5)(2) = 0                (ortogonal)  
(𝑏) 〈𝐮, 𝐯〉 = (−4)( 2) + (1)(5) + (−2)(−6) = −1     (tidak ortogonal)  
 
Contoh 3.9 
Tentukan, apakah matriks U dan V berikut orthogonal atau tidak. 
𝐔 = [
1 2
2 0
]   ;       𝐕 = [
2 −1
2 3
] 
Penyelesaian 
〈𝐔, 𝐕〉 = 𝑢11𝑣11 + 𝑢12𝑣12 + 𝑢21𝑣21 + 𝑢22𝑣22 = 
= (1)(2) + (2)(−1) + (2)(2) + (0)(3) 
  = 2 − 2 + 4 + 0 = 4  0            (tidak ortogonal) 
 
Teorema 3.5 
Generalisasi Teorema Pythagoras 
Jika u dan v adalah vektor-vektor ortogonal di dalam sebuah ruang hasilkali 
dalam, maka, 
‖𝐮 + 𝐯‖2 = ‖𝐮‖2 + ‖𝐯‖2 
 
3.2.4  Komplemen Ortogonal 
Jika V adalah sebuah bidang yang melalui titik asal dari R3 yang memiliki 
hasilkali dalam Euclidean , maka himpunan semua vektor yang ortogonal 
terhadap setiap vektor pada V membentuk garis L yang melewati titik asal 
dan tegak lurus terhadap bidang V. 
 
Definisi 3.2 
Misal W adalah sebuah subruang dari sebuah ruang hasilkali dalam V. Sebuah 
vektor u pada V dikatakan orthogonal terhadap W jika vektor tersebut 
ortogonal terhadap setiap vektor pada W, dan himpunan semua vektor di 
dalam V yang ortogonal terhadap W disebut sebagai komplemen orthogonal 
dari W. 
 
Teorema 3.6 
Sifat-sifat Komplemen Ortogonal 
Jika W adalah sebuah subruang dari suatu ruang hasilkali dalam berdimensi 
terhingga V, maka 
(a)  W┵adalah subruang dari V. 
(b)  Satu-satunya vektor yang merupkan milik berama W dan W┵ adalah 0. 
(c)  Komplemen ortogonal dari W┵ adalah W┵; yaitu subruang (W┵)┵ = W. 
 
 
3.2.5  Kaitan Geometrik antara Ruang Nul dengan Ruang Baris 
Teorema 3.7 
Jika A adalah sebuah matriks m x n, maka: 
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(a)  Ruang nul dari A dan ruang baris dari A adalah komplemen-komplemen 
orthogonal   di dalam Rn dengan mengacu pada hasilkali dalam Euclidean. 
(b) Ruang nul dari AT dan ruang kolom dari A adalah komplemen-komplemen 
ortogonal di dalam Rm dengan mengacu pada hasilkali dalam Euclidean. 
 
Contoh 3.10 
Misal W adalah subruang dari R5 yang direntang oleh vector-vektor; 
w1 = (2, 2, –1 , 0, 1)  w2 = (–1 , –1, 2, –3, 1) 
w13= (1, 1, 0, –1)  w2 = (0, 0, 1, 1, 1) 
Tentukan basis untuk komplenenj orthogonal dari W. 
Penyelesaian 
Ruang W yang direntang oleh w1, w2, w3, dan w4 adalah sama dengan 
ruang baris dari matriks, 
𝐀 = [
2 2 −1 0 1
−1 −1 2 −3 1
1 1 −2 0 −1
0 0 1 1 1
] 
 
[
2 2 −1 0 1
−1 −1 2 −3 1
1 1 −2 0 −1
0 0 1 1 1
|
0
0
0
0
] [
1 1 −1/2 0 1/2
0 0 3/2 −3 3/2
0 0 −3/2 0 −3/2
0 0 1 1 1
|
0
0
0
0
] 
 
[
1 1 −1/2 0 1/2
0 0 1 −2 1
0 0 1 0 1
0 0 1 1 1
|
0
0
0
0
] [
1 1 −1/2 0 1/2
0 0 1 −2 1
0 0 0 2 0
0 0 0 3 0
|
0
0
0
0
] 
 
[
1 1 −1/2 0 1/2
0 0 1 −2 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
|
0
0
0
0
] 
x5 = t,  x4 = 0,  x2 = s 
x3 = 2x4 – x5 = – t 
x1 = –x2 + ½x3 – ½x5 = –s – ½t  – ½ t = –s – t 
 
[
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5]
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
−𝑠 − 𝑡
𝑠
−𝑡
0
𝑡 ]
 
 
 
 
= 𝑠
[
 
 
 
 
−1
1
0
0
0 ]
 
 
 
 
+ 𝑡
[
 
 
 
 
−1
0
−1
0
1 ]
 
 
 
 
 
Basis untuk ruang nul adalah 
𝐯1 =
[
 
 
 
 
−1
1
0
0
0 ]
 
 
 
 
, dan  𝐯2 =
[
 
 
 
 
−1
0
−1
0
1 ]
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Jadi dapat disimpulkan bahwa v1 = (–1, 1, 0, 0, 0)   dan   v2 = (–1, 0, –1, 0, 1)  
membentuk suatu basis untuk komplemen orthogonal dari W. 
 
Latihan untuk pasal 3.2 
1. Tentukan, apakah vektor-vektor berikut ortogonal atau tidak dengan 
mengacu pada hasilkali dalam Euclidean. 
(a) u = ( 3, –4, 6),  v = (1, 5, 3)    
(b) u = ( 3, –4, 7),  v = (1, 6, 3)  
 
2.  Tentukan nilai cosinus dari sudut yang diapit oleh u dan v. 
(a) u = ( 1, 2, –4),  v = (2, 5, 3)   (b) u = ( –2, 1, 4),  v = (3, 4, 1)  
(c) u = ( 5, –4, 2),  v = (1, 4, –3)   (d) u = ( 2, 3, –4, 8),  v = (1, 6, 3, –1)  
 
3.  Misal 𝐀 = [
2 1
−1 3
] 
Manakah matriks-matriks berikut yang ortogonal terhadap A? 
(𝑎) [
−3 0
0 2
]              (𝑏) [
1 1
0 −1
]                (𝑐) [
0 0
0 0
]              (𝑑) [
2 1
5 2
]    
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BAB 4 
NILAI EIGEN DAN VEKTOR EIGEN 
 
4.1 Interpretasi Geometri Nilai Eigen dan Vektor Eigen 
Beberapa sistem persamaan linier yang terdiri dari n persamaan dan n faktor yang 
tidak diketahui mempunyai bentuk Ax = x, dengan  adalah skalar. Sistem 
persamaan ini dapat dinyatakan ke dalam bentuk homogen x – Ax = 0. Jika 
disisipkan suatu matriks identitas ke dalam persamaan, maka didapat, 
 (I – A)x = 0   (1) 
 
Definisi 4.1 
Jika A adalah matriks n x n, maka sebuah vektor taknol x pada Rn disebut vektor 
eigen (eigenvector) dari jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari x, atau 
Ax = x 
Skalar sembarang  disebut nilai eigen (eigenvalue) dari A, dan x disebut sebagai 
vektor eigen dari A yang terkait dengan .    
 
                               
 
 
 
  
                                                                                     
   Gambar 4.1 
                                             Interpretasi geometrik nilai eigen dan vektor eigen 
 
Agar  dapat menjadi nilai eigen, harus terdapat solusi taknol dari persamaan (1). 
Persamaan (1) memiliki solusi taknol jika dan hanya jika  
 det (I – A) = 0      (2) 
Persamaan (2) disebut persamaan karakteristik. Sedangkan  det (I – A)  disebut 
sebagai  polinomial karakteristik matriks A. Sskalar-skalar  disbut nilai-nilai eigen 
dari A. 
Bentuk dari polinomial karakteristik dari matriks A, n x n adalah 
 p() = det (I – A) = n + c1 n – 1 + c2 n – 2 + . . .  + cn   (3) 
Bentuk persamaan katrakteristik dari maytriks A, n x n adalah  
 n + c1 n – 1 + c2 n – 2 + . . .  + cn =  0     (4) 
Persamaan (4) sebanyak-banyaknya memiliki n solusi yang berbeda, sehingga 
memiliki sebanyak-banyaknya n nilai eigen yang berbeda. 
 
Contoh 4.1 
Tentukan nilai-nilai eigen dari  
𝐀 = [
0 1 0
0 0 1
4 −17 8
] 
x                                    x                                   x                                      x 
 
 x    
 x    
 x     x    
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Penyelesaian  
Persamaan karakteristik 
det (I – A) = 0  det [
 −1 0
0  −1
−4 17 − 8
] 
= ()(()( ( –  8)  + 17) −  4 = 3 − 82 + 17− 4 = 0 
   = 3 − 82 + 17− 4 = 0 
Didapat nilai-nilai eigen dari A adalah 1 = 4,    2 = 2 + √3,   3 = 2 − √3      
 
Teorema 4.1 
Jika A adalah matriks segitiga atas, segitiga bawah atau matriks diagonal n x n, maka 
nilai-nilai eigen dari A adalah entri-entri yang terletak pada diagonal utama matriks 
A. 
 
Contoh 4.2 
Tentukan nilai-nilai eigen dari matriks-matriks berikut. 
(𝑎) 𝐀 = [
2 1 5
0 −3 1
0 0 1
] ,     (𝑏) 𝐀 = [
−6 0 0
3 4 0
−1 4 2
] ,      (𝑐) 𝐀 = [
3 0 0
0 2 0
0 0 −2
]  
 
Penyelesaian 
Sesuai dengan teorema 4.1 
Nilai-nilai eigen matriks A pada  
(𝑎) adalah 
1
= 2,    2 = −3,   3 = 1 
(𝑏) adalah 
1
= −6,    2 = 4,   3 = 2 
(𝑐) adalah 
1
= 3,    2 = 2,   3 = −2 
 
Teorema 4.2 
Jika A adalah sebuah matriks n x n, dan  adlah sebuah bilangan real, maka 
pernyataan-pernyataan berikut ini adalah ekivalen. 
(a)  adalah sebuah nilai eigen dari A 
(b) Sistem persamaan (I – A)x = 0 memiliki solusi nontrivial 
(c) Terdapat sebuah vektor taknol x pada Rn sedemikian rupa sehingga Ax = x. 
(d)  adalah sebuah solusi dari persamaan karakteristik det(I – A) = 0. 
 
4.1.1 Menentukan Basis untuk Ruang Eigen 
Vektor-vektor eigen matriks A yang terkait dengan sebuah nilai  adalah 
vektor-vektor taknol x yang memenuhi persamaan Ax = x. Artinya vektor-
vektor eigen yang terkait dengan  adalah vektor-vektor taknol di dalam ruang 
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solusi (I – A)x = 0. Ruang solusi ini disebut  sebagai ruang eigen (eigenspace) 
dari matriks A yang terkait dengan . 
 
Contoh 4.2 
Tentukan basis-basis untuk ruang eigen dari matriks  
𝐀 = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3
] 
Penyelesaian 
det (𝑰 –  𝐀) =  0 det ( [
1 0 0
0 1 0
0 0 1
] − [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3
]) = 0  
 det [
 0 2
−1  − 2 −1
−1 0 − 3
] = 0 
 
Persamaan karakteristik 
𝜆(𝜆 − 2)(𝜆 − 3) + 2(1)(𝜆 − 2) = 0  𝜆3 − 5𝜆2 + 6𝜆 + 2𝜆 − 4 = 0 
𝜆3 − 5𝜆2 + 8𝜆 − 4 = 0  (𝜆 − 1)(𝜆 − 2)2 = 0  
 
Nilai-nilai eigen adalah  = 1 dan  = 2 
Menentukan vektor eigen 
(𝑰 –  𝐀)𝐱 =  𝟎 
[
 0 2
−1  − 2 −1
−1 0  − 3
] [
𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [
 0 
 0 
 0 
] 
 
Untuk  = 1                                                                          
[
1 0 2
−1 −1 −1
−1 0 −2
|
0
0
0
 ] [
1 0 2
0 −1 1
0 0 0
|
0
0
0
 ]  
Didapat 
x2 = x3 ;     x1 =  –2x3   
Jika ditentukan x3 dengan sembarang parameter, misal x3 = s, maka  x2 = s;  x1 = 
–2s  
 
𝐱 = [
𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [
−2𝑠
𝑠
𝑠
] = 𝑠 [
−2
1
1
] 
Vektor eigen dari A untuk  = 1 adalah [
−2
1
1
] 
Sehingga [
−2
1
1
]  adalah sebuah basis untuk ruang eigen yang terkait   = 1 
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Untuk  = 2 
[
2 0 2
−1 0 −1
−1 0 −1
|
0
0
0
 ] [
1 0 1
0 0 0
0 0 0
|
0
0
0
 ] 
Didapat 
x1 = –x3    
Jika ditentukan x2 dan  x3 dengan sembarang parameter yang berbeda, 
misalnya x2= s,  
dan x3 = t, maka  x2 = s;     x3 =  t  ;  x1 =  –t 
𝐱 = [
𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [
−𝑡
𝑠
𝑡
] = 𝑡 [
−1
0
1
] + 𝑠 [
 0 
 1 
 0 
] 
Karena [
−1
0
1
] dan [
 0 
 1 
 0 
] bebas linier, maka 
vektor-vektor ini membentuk sebuah basis untuk ruang eigen yg terkait 
dengan = 2 
 
4.1.2 Pangkat suatu Matriks 
Jika   adalah nilai eigen dari A, dan x adalah vektor eigen untuk nilai  
tertentu, maka 
𝐀2𝐱 = 𝐀(𝐀𝐱) = 𝐀(𝐱) = (𝐀𝐱) = (𝐱) = 2𝐱 
Persamaan diatas menunjukkan bahwa 2 adalah nilai eigen dari A2 dan x 
adalah vektor eigen yang terkait. 
 
Teorema 4.3 
Jika k  adalah bilangan bulat positif ,  adalah nilai eigen dari suatu matriks A, 
dan x adalah vektor eigen yang terkait dengan , maka k adalah nilai eigen 
dari Ak , dan x adalah vektor eigen yang terkait dengannya. 
 
Contoh 4.3 
Diketahui   
𝐀 = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3
] 
Tentukan nilai-nilai eigen dan vektor-vektor eigen dari A5 
Penyelesaian 
Dari contoh 6.23 telah didapat bahwa nilai-nilai eigen dari A adalah  = 1 dan  
= 2.  
Vektor eigen yang terkait dengan  = 1 adalah [
−2
1
1
] 
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Sedangkan vektor eigen yang terkait dengan  = 2 adalah [
−1
0
1
] dan [
 0 
 1 
 0 
] 
 
Dari teorema 6.3 didapat nilai eigen untuk A5 adalah  = 15 = 1, dan  = 25 = 
32 
Vektor eigen yang terkait dengan  = 1 adalah [
−2
1
1
] 
Sedangkan vector eigen yang terkait dengan  = 32 adalah [
−1
0
1
] dan [
 0 
 1 
 0 
] 
4.1.3 Nilai Eigen dan Keterbalikan 
Nilai eigen dan keterbalikan menetapkan suatu hubungan antara niloai eigen 
dengan sifat keterbalikan suatu matriks. 
 
Teorema 4.4  
Sebuah matriks persegi A dapat dibalik jika dn hanya jika  = 0 bukan 
merupakan nilai eigen dari A. 
 
Dari terorema 6.4 dapat disimpulkan bahwa suatu matriks dapat dibalik jika 
dan hanya jika  det (A)  0 
 
            Latihan untuk pasal 4.1 
 
  1. Tentukan basis-basis untuk ruang eigen dari matriks-matriks berikut 
(𝑎) [
5 0 1
1 1 0
−7 1 0
]            (𝑏) [
10 −9 0 0
4 −2 0 0
0 0 −2 −7
0 0 1 2
]   
 
2.  Jika 𝐀 = [
1 3 7 11
0 1/2 3 8
0 0 0 4
0 0 0 2
] , tentukan nilai − nilai eigen dari 𝐀𝟕 
 
4.2 Diagonalisasi 
4.2.1 Masalah Diagonalisasi Matriks 
Tujuan pertama dalam sub-bab ini adalah untuk menunjukkan bahwa masalah 
vektor eigen dan masalah diagonalisasi yang secara selintas berbeda, tapi 
sebenarnya sama. 
 
Definisi 4.2 
Sebuah matriks persegi A dikatakan dapat didiagonalisasi (diagonalizable) jika 
terdapat sebuah matriks P yang dapat dibalik sedemikian rupa sehiongga P –1 
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A P  adalah sebuah matriks diagonal; matriks P dikatakan mendiagonalisasi 
(digonalize) A. 
 
Teorema 4.3 
Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka kedua pernyataan berikut adalah 
ekivalen. 
(a)  A dapat didiagonalisasi 
(b)  A memiliki n vektor eigen yang bebas linier. 
 
4.2.2 Prosedur untuk Mendiagonalisasi sebuah Matriks 
Berikut diberikan langkah-langkah untuk mendiagonalissi sebuah matriks A. 
 
Langkah 1 
Tentukan n vektor eigen dari matriks A yang bebas linier, misalkan p1, p2, . . . , 
pn. 
Jika vektor eigen dari matriks A kurang dari n, maka matriks A tidak dapat 
didiagonalisasi. 
 
Langkah 2 
Bentuk sebuah matriks P dengan p1, p2, . . . , pn sebagai vektor-vektor 
kolomnya. 
 
Langkah 3 
Bentuk matriks diagonal  P –1 AP dengan 1,  2,  . . . , n, sebagai entri-entri 
diagonal. 
 
Contoh 4.4 
Tentukan sebuah matriks P yang mendiagonalisasi matriks    
𝐀 = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3
] 
 
Penyelesaian 
Persamaan karakteristik  
 (𝜆 − 1)(𝜆 − 2)2 = 0  
Nilai-nilai eigen adalah  = 1 dan  = 2 
Basis untuk ruang eigen 
 =  1: 𝐩1 = [
−2
1
1
]           =  2 ∶   𝐩2 =  [
−1
0
1
],   𝐩3 = [
 0 
 1 
 0 
]  
Karena terdapat tiga vektor  basis, maka A dapat didiagonalisasi. 
Sehingga dikatakan 𝑷 = [
−2 −1 0
1 0 1
1 1 0
]  mendiagonalisasi 𝐀𝑷−1𝐀𝑷 
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= [
−1 0 −1
1 0 2
1 1 1
] [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3
] [
−2 −1 0
1 0 1
1 1 0
]
= [
1 0 0
0 2 0
0 0 2
] 
 
Contoh 4.5 
Tentukan sebuah matriks P yang mendiagonalisasi matriks  𝐀 = [
1 0 0
1 2 0
−3 5 2
] 
Penyelesaian 
Persamaan karakteristik,  (𝜆 − 1)(𝜆 − 2)2 = 0  
Nilai-nilai eigen adalah  = 1 dan  = 2 
Basis untuk ruang eigen 
 =  1: 𝐩1 = [
−1/2
−1/2
1
]           =  2 ∶   𝐩2 = [
0
0
1
]  
Karena hanya terdapat dua vektor  basis, maka A tidak dapat didiagonalisasi. 
 
 
4.2.3 Menghitung Pangkat Sebuah Matriks 
Jika A adalah matriks n x n dan P adalah matriks yang dapat dibalik dan kolom-
kolomnya terdiri dari vektor-vektor eigen matriks A, maka  
(𝑷−1𝐀 𝐏)2 =  𝑷−1𝐀𝑷𝑷−1𝐀𝑷 = 𝑷−1𝐀𝑰𝐀𝑷 = 𝑷−1𝐀2𝑷 
 
Jika terdapat bilangan bulat positif k, maka berlaku 
(𝑷−1𝐀 𝐏)𝑘 = 𝑷−1𝐀𝑘𝑷                 (i) 
 
Karena 𝑷−1𝐀 𝑷 = 𝑫 adalah matariks diagonal, maka  
𝑷−1𝐀𝑘𝑷 = (𝑷−1𝐀𝑷) = 𝑫𝑘     (ii) 
Dengan menyelesaikan persamaan (i) dan (ii) didapat 
𝐀𝑘 = 𝑷𝑫𝑘𝑷−1     (iii) 
  
Contoh 4.6 
Jika 𝐀 = [
0 0 2
1 2 1
1 0 3
] , tentukan 𝐀10   
Penyelesaian 
Dari contoh 6.4 didapat 
 𝑷 = [
−2 −1 0
1 0 1
1 1 0
],   𝑷−1 = [
−1 0 −1
1 0 2
1 1 1
],   𝑷−1𝐀𝑷 = [
1 0 0
0 2 0
0 0 2
] 
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 Karena 𝑫 = 𝑷−1𝐀𝑷 = [
1 0 0
0 2 0
0 0 2
] ,maka 𝑫𝟏𝟎 = [
110 0 0
0 210 0
0 0 210
]
= [
1 0 0
0 1024 0
0 0 1024
] 
𝐀10 = 𝑷𝑫10𝑷−1 = [
−2 −1 0
1 0 1
1 1 0
] [
1 0 0
0 210 0
0 0 210
] [
−1 0 −1
1 0 2
1 1 1
] 
= [
2 − 210 0 2 − 2. 210
−1+210 210 −1 + 210
−1 + 210 0 −1 + 210
] = [
2 − 210 0 2 − 211
−1+210 210 −1 + 210
−1 + 210 0 −1 + 211
] 
= [
−1022 0 −2046
1023 1024 1023
1023 0 2047
] 
 
                 Latihan untuk pasal 4.2 
 
1 . Jika 𝐀 = [
4 0 1
2 3 2
1 0 4
] , tentukan 
(a) Nilai-nilai eigen matriks A 
(b) Untuk setiap nilai eigen , tentukan rank dafri matriks I – A. 
(c) Apakah matriks A dapat didiagonalisasi? Berikan alasan. 
2.Misal 𝐀 = [
4 0 1
2 3 2
1 0 4
] , tentukan  
An  jika n sebuah bilangan bulat positif. 
 
4.3 Diagonalisasi Ortogonal 
Sebuah matriks A hanya dapat didiagonalisasi hanya jika A adalah matriks simetrik, 
yaitu  
 A = AT.  
 
Untuk menjelaskan pernyataan tersebut misalkan  
   𝑷T𝐀𝑷 = 𝑫    (i) 
 
dengan D adalah matriks diagonal, sedangkan P adalah matriks ortogonal. Karena P 
adalah matriks ortogonal, maka 𝑷T 𝑷 =  𝑷𝑷T  =  𝑰, maka 
𝐀 =  𝑷𝑫𝑷T    (ii) 
 
Jika dilakukan transpose terhadap persamaan (ii), didapat 
𝐀T  =  (𝑷𝑫𝑷T)T = (𝑷T)T𝑫T𝑷T = 𝑷𝑫𝑷𝑇 = 𝐀 
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4.3.1 Syarat-syarat Diagonalisasi Secara Ortogonal 
Teorema 4.4 
Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka kedua pernyataan berikut adalah 
ekivalen. 
(a)  A dapat didiagonalisasi secara ortogonal 
(b)  A memiliki sebuah himpunan vector-vektor eigen secara ortonormal 
(c)   A adalah simetrik 
 
Teorema 4.5 
Jika A adalah sebuah matriks, maka 
(a)  Nilai eigen matriks A semuanya adalah bilangan real. 
(b)  Vektor eigen yang berasal dari ruang eigen yang berbeda saling ortogonal. 
 
4.3.2 Diagonalisasi Matriks Simetrik 
Berikut adalah langkah-langkah yang harus dilakukan untuk mendiagonalisasi 
secara ortogonal sebuah matriks simetrik. 
 
Langkah 1 
Tentukan sebuah basis untuk setiap ruang eigen matriks A. 
Langkah 2 
Terapkan proses Gram-Schmidt pada masing-masing basis untuk memperoleh 
sebuah basis ortonormal untuk setiap ruang eigen. 
Langkah 3 
Bentuklah sebuah matriks P yang kolom-kolomnya adalah vector-vektor basis 
yang dibuat pada langkah 2; matriks ini secarfa orthogonal mendiagonalisasi 
matriks A. 
 
Contoh 4.7 
Tentukan sebuah matriks orthogonal P yang mendiagonalisasi  
𝐀 = [
4 2 2
2 4 2
2 2 4
]   
Penyelesaian 
Persamaan karakteristik adalah 
det(𝑰 − 𝐀) = det [
 − 4 −2 −2
−2 − 4 −2
−2 −2  − 4
] = ( − 2)2(− 8) = 0 
Nilai-nilai eigen adalah  = 2 dan  = 8 
Basis untuk ruang eigen 
 =  2:  𝐮1 = [
−1
1
0
],   𝐮2 =  [
−1
0
1
]      =  8:  𝐮3 = [
 1 
 1 
 1 
]  
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Proses Gram-Schmidt  pada {u1, u2, u3} untuk menentukan vektor-vektor 
eigen ortonormal.  
𝐯1 = 𝐮1 = (−1, 1, 0)  𝐪1 =
𝐯1
‖𝐯1‖
=
(−1, 1, 0)
√2
= (−1/√2, 1/√2, 0))
= [
−1 √2⁄
1 √2⁄
0
] 
𝐯2 = 𝐮2 −
〈𝐮2, 𝐯1〉
‖𝐯1‖2
𝐯1 = (−1, 0, 1) −
1
2
(−1, 1, 0) = (−1/2,−1/2, 1) 
 𝐪2 =
𝐯2
‖𝐯2‖
=
(−1/2,−1/2, 1)
√3/2
= (−1/√6,−1/√6, 2/√6))
= [
−1 √6⁄
−1 √6⁄
2/√6
] 
𝐯3 = 𝐮3 −
〈𝐮3, 𝐯1〉
‖𝐯1‖2
𝐯1 −
〈𝐮3, 𝐯2〉
‖𝐯2‖2
𝐯2 = (1, 1, 1) − 0(−1, 1, 0) − 0(−1/2,−1/2, 1)
= (1, 1, 1) 
 𝐪3 =
𝐯3
‖𝐯3‖
=
(1, 1, 1)
√3
= (1/√3, 1/√3, 1/√3)) = [
1 √3⁄
1 √3⁄
1/√3
] 
Matriks ortogonal P yang mendiagonalisasi matriks A adalah 
𝑷 = [
−1 √2⁄
1 √2⁄
0
−1 √6⁄
−1 √6⁄
2/√6
1 √3⁄
1 √3⁄
1/√3
] 
 
           Latihan untuk pasal 4.3 
 
1. Tentukan sebuah matriks P yang mendiagonalisasi matriks A secara 
ortogonal 
(𝑎)  𝐀 = [ 6 2√3
2√3 7
]                      (𝑏) 𝐀 = [
4 0 1
2 3 2
1 0 4
] 
(𝑐)  𝐀 = [
−2 0 −36
0 −3 0
−36 0 −23
]     (𝑑)  𝐀 = [
−7 24 0 0
24 7 0 0
0 0 −7 24
0 0 24 7
] 
 
2. Dengan mengasumsi bahwa b  0, tentukan sebuah matriks yang secara 
ortogonal mendiagonalisasi matriks 
[
𝑎 𝑏
𝑏 𝑎
] 
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